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LES ESPACES ULTRANONEUCLIDIENS
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1. INTRODUCTION

1. 1. Abreviaiions et notalions.

1. 1. 1, Abreviations. Le préfixe hyper dans hyperplan, hyperquadriquer
hypersphere etc... sera supprimé. Quand il s’agira des variétés de dimension
inférieure 4 n —1 (dans un espace a i dimensions), on precisera la dimension:
un p-plan, une m-quadrique etc...

Les adiectifs cuclidien, noneuclidien et ultranoneuclidien seront ecrits en
abrégé respectivement E,NE et UNE.

1. 1. 2. Notations.
P, designera l'espace projectif réel & n dimensions

Pn designera l'espace projectif complexe 4 n dimensions

pg:) designera l'espace projectif réel & n dimensions complété par les élé-
ments imaginaires,

A moina d’indications contraires qui s’éclairciront dans le contexte, les
lettres latines majuscules 4, B, C.. designeront les matrices carrées d'ordre
n-i-1 dont les éléments sont des nombres réels (quand il y a des éléments
complexes, on précisera dans le contexte).

La matrice transposée d'une matriez A sera designée par AT,

La matrice pulle (dont tous les éléments sont nuls) sera désignée par la
lettre majuscule 0 et la matrice — unité par la lettre majuscule I. On designera
par {,, la matrice oblenue de la matrice / en enlevant les m premieéres ligne

de I pour les placer d’emblée sous la derniére ligne. La matrice I;I sera desi-
gnée parl__ .

Les letires latines minuscules a, b, ¢, T, Y,... designeront les points de Pf;‘);
les coordonnées projactives d'un point a seront ag, d;,..., 2. Quand on veut
désigner plusieurs points par une méme lettre avec des indices, ces indices

seront placés en haut et & droite de la lettre: al, a%, ...
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Les letires latines minuscules désigneront aussi les matrices-lignes et les
matrices-colonnes des coordonnées projectives des points designés par ces
mémes lettres. Par exemple a peut designer soit la matrice-ligne, soit la ma-
trice — colonne des coordonnées Aoy Byyenes Ay du point a.

L’interprétation (ligne ou colonne) qu’il faut adopter s*éclaircira suivant le
contexte. Le produit aa (om bb, xw, etc.) ou la leftre 4 droite designe une
matrice — ligne et celle 4 gauche une malrice —colonne sera designé par A (ou
B, X, etc...).

1.2, Concept d'espace UNE

1.2.1. En 1963, Nguyen Canh Toan ([1] ef [2]) a introdunit un espace qui
pent étre construit projectivement au moyen de la métrique Cayley-Klein, tout
comme un espace NE, avec la différence qu'ici V’absolu est mobile: a chaque
point de P_ est associée une quadrique, fonction de ce point, appelée absolu

local en ce point.

1.2.2. Cet espace a 6ié ensuite étudié plus minutieusement par Nguyen
Canh Toan dans {3] et [4]. Partant de ce cas particulier, en 1969, i & essayé
d’élaborer une théorie [5] qui coustitue une direction nouvelie dans la générali-
staion des espaces NE et que nous appellerons dans le présent article, théorie
des espaces UNE. :

1.2.3. En 1970, dans [9], Nguyen Dang Phat a remarqué que la structuré
générale des équations des absolus locaux indiquée par Ngu:.en Canh Toan
dans [5] n’épuise pas tous les cas possibles et a tronvé une structure . plus.
générale qui a été ensuite améliorée par Nguyen Canh Toan dans 8] ‘

Dans {7] Nguyen Canh Toan a introduit et étudié les espaces qui seront
appelés dans cet article espaces UNE reguliers dont les absolus locaux sont des
sphéres d'un espace E ou NE, Nguyen Dang Phat a ensuite entamé la guestion
des espaces UNE réguliers plongés dans un espace UNE donné. Ila anssi
cherché 4 généraliser quelques antres cas particuliers des; espaces UNE
trouvés par Nguyen Canh Toan dans [3]. :

- Le présent article est une synthése condensée des principaux résultats
dans les travaux cités ([1] — [11]).

. 2. DEFINITIONS ET PROPRIETES FONDAMENTALES
2.1, Construction de I'espace.

2.1.1. Dans ng), rapporté & un certain systéme de coordonnées projectives,
assoeions 4 chague point a une quadrigue :

z Q(ayx =0 _ 0
od la matrice Q(a) est une fonction du point @, ayant la forme suivante:

i - .
NHa)= (aP a) P-+ Z U, AU, ' )
ol P est une matrice carrée syméirique donnée, d’ordre n - 1, diiférente de
la matrice nulte, indépendante du point aetles U, (i=1, ..., m) sont m matri-
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ces carrées antisymétriques données, d’ordre n -+ 1, aussi indépendantes du
point @ (m est un nombre entier positif arbitraire), les éléments des matrices
PetU; étant tous des nombres réels, chacune de ces matrices pouvant éire
dolée, si c¢'est necessalre, du coefficient 1(12 = —1),

On peut remarquer tout de suite que Q(a)=Q¥(a) (P= PT, A= AT, 1 =-UT)

1

et on démontre aisément que la forme de (@) ne change pas quand on passe a
un autre systéme de coordonnées projectives.

2,1.2. Soientt a et b deux points (pris dans cet ordre) quelconques de P()
Donnons-nous les matrices P et U, . Alors au couple (a, b) on peut associer e
nombre d{a, b) défini par 1'égalité:

d(a, b) = _231- ln(abuv) ' @)
I

ol u, v sont les p oints ol la droite projeciive ab coupe la quadrique zQ(ayr =0,

((a) étant donnée par (2) (i?= —1). Comme In (abuv) n’est défini qua 2iKr
prés, la détermination de d(g, b) ne sera univoque qu’avec des conventions con-
venables (voir par exemple [14]).
Parce que d(a, b) s’exprime au moyen du rapport anharmonique (abuv), il
ne change pas quand on passe 4 un nouveau systéme de coordonnées projectives,
2.1.3. Un calcul facile nous donne: '

2
cos? d(a, b) — —LAQ@PI" )
(@) [aQ(eya] [bU(a)b] 4)
Draprés (2), et, en tenant compte de ce que ana___g (¥d) (parce que UT= —Ui).
t

nous oblenons:

2 2
cos2 d(a,b) = (aPa)* {aPb) 5);
(aPa)? [(be) (aPa — = (aU b)3]
i=1
si aPa < 0, alors on aura:
2
coszd(a,b) = (aPb) 6);
(aPa) (bPb) — T (aU by
i=1

si aPa tend vers zéro, le deuxiéme membre de () tend vers une limite qui est
le second membre de (6); nous pouvons donc adopter (6) pour tous les cas
(aPa =0 et aPa=10).

Parce que alPb = bPa (P = Py, al b = bUia (U?.: —1U;), nous avons.,‘
d’apres (6)

cos?d(g, by = cos? d(b, a) @)

En prenant! la valeur absolue | d{qa, b) [ de d(a, b), nouz voyons guw'a chague

couple de points (a, b) de P;), on peut faire correspondre un nombre | d(a, b) |

qui ne dépend pas du systéme de coordonnées projectives choisi et qui ne dépend
pas aussi de lordre des points a et b,
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2.1.4, Definition. L’espace projectifl P(i) ol I'on a donné les matrices P et Ui

pour déterminer la [amille de quadriques (1), ol Q(a) est exprimée par (2),
s’appellera un espace UNE si | d(a, b) |, déterminé par (3), est pris comme dis-

tance entre deux points guelconques a, b de P(i).

2.1.5. Espaces a absola mobile. | d(a, b) |, déterminé par (3) est justement
la distance entre a et b dans I’espace NE dont I’absolu est la quadrigue (1).
Sil'on calcule la distance entre a et b dans l'espace NE ™ dont I'absolu est la
q adrique xQ(b)xz = 0, obtenue & partir de la quadrique (1) en remplacant a par
b, on arrivera au méme résultat en vertu de (7). Un espace qui peut &tre cons-

truit ainsi a partir de P{E:) au moyenr de l'absolu variable (1) s’appellera un

espace & absolu mobile. Ainsi, tout espace UNE est un espace & abselu mobile.
Réeiproquement tout espace 4 absolu mobile est-il un espace UNE ? Ce probléme
n’est pas encore résola.

2.1.6. Definitions. La quadrique (1) s’appelle absolu local au point a.
Lespace NE(*} dont I’'absolu est la quadrique (1) s’appelle espace local en a.

2.1.7. Remarque. Les espaces NE™ constiluent un cas particulier des
espaces UNE
En effet, considérons un espace UNE oi U, = 0 (¥,

(aPby:
(aPa) (bPb)
Cest bien la métrique dans l'espace NE dont 'absolu est la quadrique fixe
xPxr = U’ '

Alors, d'aprés (5): cos’d(a, b) =

2.2. Base, cones NE et cares isotropes.
Points rewmarjuables d'un espace UNE.

2.2.1. D'aprés (2) (2.1.1.), Q(a) est, une fois le point a fixé, une combinaison

m

linéaire des matrices P et & U, AU,. Done, en chaque point a, I'absolu local
i=l .

appartient au faiscean de quadriques défini par la quadrique fixe xPr =0etla

m
quadrique z( X Ui AUI.) z = 0. On démontre facilement que cetie deuxiéme
- i=l _ _
guadrique est un cone du second degré de sommet a.

2.2.2. Définitions. La quadrigue fixe xPr = 0 s’appelle base de 1’espace
UNE. L’espace NE admetiani la base comme absolu s’appelle espace-base de
I’espace UNE. ’

(*)_Nous considérerons toujours, dans ce-qui smit, 1'espace NE étendu & tout I'espace

P(;) méme 8i "absolu n’est pas une quadrique-nulle et que le coefficient placé devant e

’ . 1
logari‘thme du rapport amizrmonique est tou.lours?.
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m .
Le cone x( Z U, AUl. yx =0 s’appelle ¢cone NE au point a, S'il existe un
i=!

m
point a te} que X% U, AUi == 0, alors cc point s'appellera un point NE de Pes-
i=l
pace UNE. Ces terminologies se justifieront ci-dessous (2.2.3.)
2.2.3. THEOREME. La métrique UNE induite sur chaque générairice du cone
NE en aest justement la métrique NIE de Pespace-base.

Démonstration. En cffct, sib est un point’ du come NE au point a (c'est a

dire que abestune génératrice du cone), alors b (gi Ul. AU;‘ yb=00u % (aUz. b2 = 0
i= =z
et 1a formule (6)(2.1.3.) nous doane:
(a]"b)g
(al’a) (bPB)
c’est & dire que d(a, b) est justement la distance N& entre les deux points q, b
de l'espace-base, ‘

coszd(a, b =

2.2.4. Remarques.

1) le cone NE n’est pas iciun cone plongédans un espace NE mais un cone
plongé dans un espace UNE et dont chague génératrice porte une méirigque
induite qui est NE. |

2) Si un point est NE, alors toutes les droites projectives passant par ce
point portent une métrique UNE induite qui est NE (la métrique de I'espaces-
base).

3) Deux espaces UNE difiérents construits sur P(ni) peuvent avoir le méme
systeme de cones NE. On peut facilement demonirer que ceci aura lieu si les
deux espaces UNE ont la méme base et que cette base apartient toujours an
faisceau de quadriques défini en chaque poin{ apar les deux absolus locaux
en d,

2.2.5. La formule (6) (2.1.3.) peut s'écrire

2
_ cos'gd(a, b) = _(aPb)”
bQ(a)b
. . 2 __ b[Q(a) — PAP]Db
ou: sin"d(a, b) = bOw@b . (0

D’apreés (1), ane fois donné le point g, le lieu des points b tels que dia,b) =0

2 3{4) — PAP|z =0 | )
(’est un cone du second degré de sommet a,
(est le lieu des droites projectives passant par a qui sont isotropes au point de

est la quadrigue

vue de la métrigue UNFE induite.

2.2.40. Définitions. Le cone (4) s’appelle cdne isolrope au point a.
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S'il existe un point a tel que Q(a) — PAP == 0, alors ce point s’appellera
un point isofrope de l'espace [UNE. Toutes les droites projeclives passant par
un tel point sont isolropes.

9.9.7. Définitions. Un point a qui apparticnt 4 I'absolu localena: a}(aja =0,
s’appelle un point singulier de 1'espace UNE.

Draprés (2) (2.1.1.), aQ(a)a = 0 est épuivalent & aPa = 0. Donc le lieu géo-
métrique des points singuliers est Ia base. On voit de méme que a sera singu’
lier si et seulement si I'absolu local en « coincide avec le cone NE ena.

Un point qui est a la fois NE et singulier s’appelle un point absolu de l'es-
pace UNE.

2.2.8. Propri¢tés des points remarquables dans un espace UNE. On voit
facilement que :

1. si un point a est NE, alors tous les cones NE de l'espace passeront par
a et 'absolu local en a coipcidera avec la base (et sera indéterminé si a esi,
en outre, singulier).

2, si un point a est isotrope, alors tous les cones isotropes de l'espace
passeront par a et I'absolu local en a dégénérera en I'ensemble de deunx
plans confondus avec le plan polaire de a par rapport & la base.

3. si un point a est absolu, alors I’'absolu local en a sera indéterminé et
tous les absolus locaux passeront par da.

4, en un méme point a, les trois cOmes suivants appartiennent & un méme
faiscean: ' :
— le cone NE

— le cone isotrope de l'espace UNE
— le cdne isotrope de I’espace-base.

2.3. Exemples d’espaces UNE avee leurs points remarquables.
2.3.1. Exemple 1, Considérons dans le plan E rapporté aux axes de coor-

données cartésiennes Ox, Oy, la circonférence z% 1 y2 4+ 1 = 0, Introduisons
ane nouvelle métrique en convenant que la distance d’'un point @ 4 un poing
b est égale a4 ’angle E sous lequel on voit le segment ab du point a', inverse

de a par rapport & la circonférence 2 -+ y?+ 1= 0. Nous avons ici un espace
I'NE ou I'absolu local en a dégénére en 'ensemble de deux droites isolropes

E passant par a; la base est la cironférence 2® 4+ y° + 1=0 et le cone NE
en a est 'ensemble des demx droites isotropes E passant par a. En passaiy
aux coordonnées projectives x,: X;: X, =T : §: 1, nous avons ici:

Q@)= (a) + o + a3) (o) + 2§ + 25) = (ay@y— 1,7, VP — (0, Ty —y 7, =0

100 001 0 00
lei, P=1}010 Uy = 000] U ={0 01
001 —100 0—-10
m=2.
Toute droite [ passant par le poini (0, 0, 7) cst isotrope an point de

vue de la métriqne UNE. Le point (0, G, 7) est donc un poinl isotrope. Les
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points eyeliques (7, /, 0} et (7, —i, U} du plan E sont les points N (ils sont
aussi des points singuliers ef, par conséquent, sont des points absolus) du
plan UNFE.

I1 est intéressani de remarquer, dans cet exemple, que touie droite £ ne
passanl pas par le point (0, 0, 1) est une circonférence UNE ayant une
infinité decentres (dont lc lien est 'imnage de la droite £ donnée dans I'inversion
2

définie par la circonférence ° -+ y? + 1 = 0). Toutes les circonférences £

orthoganles a la circonférence a° + y° 4 1 = 0 sont des géodésiques UNE,

2.3.2. Exemple 2, C’est I'exemple 1 ot la circonférence z® + y2 41 =40

est remplacée par la circonférence a? -4 y‘2 — 1 =0 ou par une droite {(dans

ce cas I'inversion est remplacée par la syméirie par rapport a cette droite).
2.3.3. Exemple 3. Voir le premier exemple d'un espace {/NE trouvé dans [3].
Ici, le lien des poinis absolus est une courbe ralionnelle normale de

P(;). appellée courbe absolue,

2.4. Généralisation de la notion de cone isotrope.

2.4.1. THEOREME. Toufe droite projective qui n’est pas générairice d’un céne NE;
est en géneral une circonférence UNE & deux centres qui soni les deux poinis
singuliers situés sur la droife projective donnée : & ces deux cenires correspond le
méme ragon qui est égai a la distance UNF entre les deux cenlres.

Démonsiration. Considérons une droite projective coupant la base en deux
points simguliers a et & (aPa = bPb = 0). Soit ¢ un point quelconque de la
droite ab:

¢c=a- Ab
Alors, d'aprés (6} (2.1.3.), ef, en tenant compte de ce que aPa = bPb == (),

[aP (a4~ 10Y*

cos? d(a,0)= ‘
(@Pa) (a+ MbY Pla -+ Ab) — = [aU;(a--10)° ]

i=1
A2 (aPby? B (aPb)y®
m n
—~ 22 I (U, by — 2 (al; bV’
i=1 i=1

La distance UNE ac ne dépend donc pas de A; i) en est de méme de la
distance bc. Cette distance constante est bien juste, d’aprés (6) (2.1.3.) ia distance
UNE R entre les deux points a et b,

D2
cos’R = Labby

®
m
— 3 (aU, b)?
. i=1
Cas particuliers, On voit facilement que:
1) Tous les points d’une droite projective qui coupe la base en un point
doubie sont, au point de vue de la métrique UNE, distants de ce point double

d'une distance égale & —;i .
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En particulier, si la base est dégénérée en un ensemble de deux plans confon-
dus alors toute droite projective est une circ onférence UNE de rayon .

2) Deux points quelconqués d’une génératrice de la base sont distautS
de =~ '

2

3) Deux points quelconques d'une génératrice d'un cone NE sont séparés
par vne distance UNE infinie imaginaire.

4) Deux points gueiconques d’une génératrice dun cone isotrope, sont
séparés par un distance UNE nulle.

9.4.9. THEOREME. Le lieu des drottes projectives passant par un point donné a,
telles que chacune delles soit ane circonférence [UNE de rayon donné R (R fini

el —7;— Y est un céne du second degré de sommela.

Démonsiralion.. Prenons un point b de espace. La droite ab coupe la base en
deuxpoints a - A b, @ - hyb ol Ay, hy somt {es racines de I’équation:
. (a Ay P (a4 Aby = 0. (2)
Pour gue cetie droite soit une circonférence UNE de rayon R, il taut et il
guffit que:
[(a@ -1, 0) P (@ kg OF

cos° R =
ni
~Z{ta+ A U @ty »J?
i=1 _
[(aPa+ (h, + kg) P+ Ay Py bPb)? .
== . 3 :
- ‘ &)
—3 [h, — Ap)aU; b]?
i=1
bPa aPa
d’apres (2), A, Ay =—2 J A hg =
apres (2) 1T r5° 172 T bph
Donc, (3) s’éerit, tous calculs Tails:
m
b ‘PAP _ (aPa)P —cos’ R T U AU, | b=10 @
i=1

§i b varie. la condition nécessaire et auffisante (4) montre gue le lien de b est
un cone du cecond degré de sommet & ,

Nous désignerons la matrice ¢ entre crochets » dans (4) par MR(a}.

9.4.3. Déefinition. Le cone (4) s'appelle le cone R-isotrope au point ad.

Avec celte définition, le econe NE peut s’appeler le cone sc-isotrope, le céne
isotrope sera le cone O-isotrope, le céne isoirope de l'espace-base sera le

R .
¢one —é_ -isotrope.

9.4.4, Definition. Un point a sera dit R-isotrope si toules ies droites projcc-
tives passant par d sont des circonférences UNE de rayon R. Un tel poinl q
vérifie ’équation:
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. fred
PAP — (aPa)l — cos’R ZU AU, =0 ©)
i=1

ou: PAP — (aPa)P — cos’ RQ(a) ~ [(aPa)P] (sin?R — 1) = 0
PAP — sin® R(aPa)P

ou: (a) =

cos® R ©
['équation de I’absolu local en un point a R-isotrope est donc:
x [PAP — sin? R(aPa)P)ax = 0 )
(aPx)? . 9 9,70
ou: = §in*R = cos* (=~ — R
(aPa) (xPx) €0 2 ) ®

L’absolu local est donc une sphére NF de centre a (de l'espace-base) et de

rayonmg— — R. Réciproquenent, si 'absoln local en « est une sphére NE (de

I’espace-base) de rayon :;i -~ R, alors g est un point R-isotrope parce que de (8)

on peut remonter jusqu'a (5).
Dans le cas particulier oi la base est dégénérée en un ensemble de deux

plans confondus, alors, d’aprés 2.4.1., R doit éire égal 4 %, et alors cos R=0;

en méme temps P pent alors &tre ramenée a la forme ol tous les élémentssont
nuls, sanf celui qui est situé sur la ligne 0 et la colonne 0. Alors PAP = (aPa)P

et comme sin R = 1, PAP — sin® R{aPa)P = 0 et Q(a) dans (6) est indétermi-
née. Cette indétermination peut étre concrétisée comme suit: introduiscns

dans Pg) une mélrique E telle que la base (dégénérée) de 1'espace UNFE devien-

ne le plan 4 l'infini de I’'espace L. Alors, I'absolu local en ¢ doit étre une cer-
taine quadrique centrée en a; le méme fait doit aussi avoir lien en tout autre

point de l'es pace et chaque point (y compris q) est % -isotrope. L’indétermina-
tion provient du fait que seul le centre de la quadrigue (absolu local) est
déterminé.

2.4.5. Proprié¢tés descones R-isotropes et des points R-isotropes.

1) le cone R-isotrope en un point a appartient an faisceau de cones §délinj
par le cdne -g- -isotrope et le cone NE en a.

2) le chae R-isotrope en un point a non singulier et la sphére UNE de

¢entre a et de rayon R définissent un faisceau de quadriques auquel appar
tient la base.

3)le cone R-isotrope en un pointa non singulier et la sphére N (de I’espace-

base) de centre a et de rayon % -- R déFinissent un faisceau de quadriques
auquet appartienl 1'ahsolu local en a.
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4. pour qu’un point a soit R-isotrope, il faut et il suffit que Punc des con-
ditions suivantes soit remplie:

a) tous les cones R-isotropes passent par a,
b) I'absolu local en a est la sphére NE (de I'espace-base) de centre a et d€

rayon - — R,
y 2
¢) la sphére UNE de centre a et de rayon R est confondue avec la base.

Démonstration:
1. la matrice an premier membre de (4) est une combinaison linéaire des
mafrices PAP-(aPa)P (mairice du cone —2—— - isotrope) et Z U, Ab (matrice du

i=1
cone NE).

2) la sphére UNE de centre a et de rayon R contient intersection de la
base et du cone R-isotrope en a,

3) la matrice au premier membre de (4) est une combinaison lineaire des

matrices Qa) = (aPa)P -+ 2 U AU, et Q’(a) = PAP — cos? (— — R) (aPa)P.
i=1

Mais xQ’(a)x = 0 est I’équation de la sphére NE (de l'espace-base) de centre a

et de rayon —g—--— R parce que cette équation peut étre mise sous la forme.:
(aPx)%

(aPa) (xPx)

4, a) cette conclusion est évidente d’aprés la définition du céne R-isotrope
et du point R-isotrope. :

== ¢0s? (—-Tt— — R,

b} la condition (5) est nécessaire et suffisanie pour que le point a soit
R-isotrope ; mais la condition (5) est équivalente & la condition (8) qui est

I'équation de la sphére NE (dans I’espace-base) de centre a et de rayon %——R.
c) la condition (5) est équivalente a la condition:
PAP — (aPa)P — cos?R |Q(a) -= (aPa)P} =0
ou: PAP — cos?R(Q(u) = sin2R (aPa)P.

La matrice au premier membre est celle de la sphere UNE de centre a et
de rayon R: . .

x [PAP cos2R Qa)jr = 0 <> {aPz)?

xQ(a)x

membre est, 4 un facteur numérique prés, cellie de la baSe, SRR

== cos2R, et la ma_trice au second

2,4.6. Remarque. La propriété 1) (2.4.5.) nous fait voir_ que, lensemble des
droites projectives passant par un point donné d’un espace UNE se repartlt en
un faiscean de cones du second degré qui sont les cénes® R-isctropes an point
donné, chaque cone du faisceau élant défini pal le paramctre ccs"!; qu1 peut
prendre toutes les valeurs réelles de —oo & J-o0; o : -
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2.5. Lampisur de la familie des espaces UNE.

2.5.1. THEOREME. Soit donnée la quadrique xPx = 0 ; on peal consiruire iune
n{n -+ 1) (n#
i2

e : —n+40
infiniié a la puissance +6) d'espaces UNE admetian! fa qua-

drique xPx = 0 comme base,

La démonstration est donnée dans [8]. Rappelons que la premiére partie
de la démonstration consiste & démonirer que toute combinaison linéaire des

matrices de la forme U AU est une combinaison linéaire de ct iy matrices S/Kl=
nT4i
— ikl Tkiﬂ, de % matrices S/kil — pjkil __Tkij'!’ de 3  matrices Sl o
nti n+1
= pifit — 77 et de C‘~’+] matrices S = Ti/iJ _ T/iJ ¢t que ces matrices S
n
sont linéairement indépendantes, les matrices T étant définies comme suit:
ikl FUk 1 pRUJ
=2
EiJARK ot FU désigne la matrice dont tous les éléments soni nuls, sauf celui
situé sur la ligne i el la colonmne j qui est égal & 1,
Améliorons 1la deuxiéme partie de la démonstration qui consiste 4

démontrer que toute combinaison linéaire de ces matrices § est une certaine
combinaison linéaire des matrices de la forme UAU.

En effet: 45Uk = Q(Fijkl +Fk1ij ) —2 (Fkijl +Fj1ki )
— R/ AEK 1 (Eif AEkl)T +4 EX AEY 4 (E-'d AEU)T
. Eki AR/ __(Eki AE )T — EIl AEKi __(Ejl AEki)T
ou, en permutant les indices moyens dans les quatre premiers lermes da

dernier membre: :
4Siikt = (EK — piky 4 (BY — By 4+ (BT~ EYy 4 (Eik — EY
En posant 9RK — gkt _ pik, |

T FYKL gtant le résultat de la symétrisation de la matrice

nous avons: 98tikl — 2(Rki AR .- R ARMY =
=(Rki+ le) A (RK +le) . (Rki — RN A (Rki __le)
Ainsi Skl est la différence de deux termes de la forme UAU (U = —U)

Passons a S/kil;

nous avons : 4(S

= EU AEIk —. EiJ AEX +Eji AEKL _ Rl pARlK 1

1 (Ei.f AEk . Bl ARK +Eji AEKR _ Rl AEH{)T

— _(Ei.f —_ Eji) A (Ekt — Elk) - [(Eij —Ey A (EX _Elk)]T
Done: SUKl _ Sikil — )
(Rij 4 Rkl) A (Ri.f +Rkl) — (Rij _ Rkl) A (Rij _ Rkl)

2 .

et S/l gt bien une combinaison linéaire des termes de ta forme UAU.

jhil _ Qijkly — 4(Tjkil _ pifkl)

=
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Quant a S0 | ¢n peut I'obtenir a partir de S/ en faisant jouer aux
indices j, k. {, ] respectiveatent le tole des indices i, j, &, [ avec la valeur de
i'indice k égale & la valeur de lindice i:

Y ]

Vool

‘ I J k=i |
Done: 28Ul (R 4 RUy AR By — (R/E - RY) 4 (BRI — RY)
Daus cette expression, si ’on remplace [ par j, alors on obtiendra:
98U — 4R ARV

A asi, toutes les matrices S soni chacune une combinaison lindaire des
maiirices de la forme UAU,

2, 5.2, Unre autre forme de Q{a)
Décomposons (aPa)l’. Nous avons: _
P = Py EiJ (il y aicila sommation suivant les indices iet jyet:
— - ij ki iJ hoarji
2(aPayP = 2 [a(p, EX) a] (p BY) = pypyy (@EN aEV 1 aE* aE)

(af 14y 717 est une matrice carrée d'ordre n -+ 1 dont tous les élémen:s

sont nuls, sauf celui, situé sur la ligne i, et la colonne j, qui est égal &
akal . Donc .
(aEN qy EU = EI* ARV e,
: ) — ik i | il g ki ik gl I TN S
2al QP =p;p, (BT ALY + BV AES) = ppy [E7 AEY + (7 AETY'] =
- o il elj
— 9 ihiy — p. FIHJ ,L.Fku —9 T
Pi]-pki F PL]PL'! ( ! ) pfjpkl
Ainsi (aPa)P s’exprime au moyen des matrices T et ne peut pas s’exprimer
au moyen des matrices S, Décomposons maintenant PAP ; nous avons:
i jkl
= T
2 PAP 2px_jpm

et nous voeyons que (aPa) P — PAP peut s’exprimer au '~moyen des
matrices S:

(aPa)P — PAP = —p,;p, Sk

ou (aPd) P = PAP 4 une combinaison linéaire des matrices de la
forme U AL, '

En revenant a la forme de Q(a), nous voyons que (J(a) peut se meitre sous
la forme suivaute:

, .
Q(n=PAP 4+ LV, AV, w

: =1
(V, = — V?‘), ou, sons une forme plus générale: Q (@) = alaPa) P-I- g PAP+-
T AW, AW, avec e + p=1 W, = — Wi'n @
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3. ESPACES UNE REGULIERS
3. L. Denx types d’espaces UNE réguoliers -

3. 1. 1. THEOREME 1) L’ ensemble des sphéres de méme rayon donné (différent
de zéro) d’'un espace E (ot pseudo-E ou semi-E — nous dirons plus tard simplement :
E) est lensemble des absolus locaux d’ un espace UNE tel que Uabsolu local en
un point quelconque est la sphére de ragon donné, cenirée en ce poini. Tous les

points d’un tel espace UNE soni‘%L -isoiropes.

.~ 2) on arrive & la méme conclusion avec U’ ensemble des sphéres de rayon donné
R (différent de Kx) dun espace NE. Tous les pomts d’un el espace UNE sont

(—n— — R) - lsofr opes.
2
' DEMONSTRATION

6y

1) Supposons que l'espace P ° porte une metrique E avec un systéme de

coordonnées cartésiennes homogcnes tel que x, = 0 soit I’équation du plan a

I’ infini. Alors, dans ce systéme de coordonnées, une sphere E de centre a et
de rayon I? a pour équation: -

n T, a ¢

> € Lt = Rg

_ 6y
1 i :co 0

i
¢, élant tous egaux a 4~ 1 dans le cas de I'espace euclidien R I, d’entre
eusx. é —1 etlesn — I qui restenta 4.1 dans lecas de I’espace pseudo—euchdlen

lRm, d d’eatre euxa 0, I des restants 4 — 1 et les n—I—d autres a + 1 dans le

cas de'lr"esPace semi-euclidien H_(d)R

L4
(1) peut sécrire:

2
_R?aimi—' e (@, —a,z,) =0 (2)

M

i=1

=i

ou: zQ@zr==2 {PAP + X U, AU, ja =0 3)

ou P est la matrice carrée symétrique d'ordre n 4 1 dont tous les éléments
sont nuls, sauf celui situé sur la ligne 0 et la colonne 0 qui est égal 4 R (¢ 0)
(si R est imaginaire, alors on prendra sa partie réelle et on dotera P du coef-
ficient f) et U, est la matrice carrée antisymétrique d’ordre n + 1 dent tous les

éléments sont nuls, sauf celui situé sur la ligne 0 et la colonne i et son symétri-
que qui sont égaux respectivement a yg_et_ i/s_ (si g, = —1, alors on dotera
U, du coefficient l-et 'on prendre uy, =1, u,j=—1).

Q (a) a bien la forme (1) indiquée dans 2.5.2. L ensemble des sphéres (1)est
bien I’ ensemble des absolus locaux d’un espace UNE, Remarquons que la base
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gst ici le plar A [infini (compté deux fois) et, d’aprés 2.4.4. tous les points de

cet espace UNE sont % -isofropes.

2) Supposons que l’espace Pg) porte une métrique NE avec la quadrique

zPx = 0 comme absolu. Une sphére NE de cenire a et de rayon R a pour
équation :

(aPx)?
(aPa) (xPx) ~ == cos*R . ®
ou : x [ PAP — cos?R (aPd) Plz =0 (5)
ou x [ PAP — (aPa)P + sin®R (aPa)Pjx =0 . (6

Comme R # kn, alors sin?R == 0, ef, en simplifiant par sirn?R, nous avons;

" [(aPa)P +PAP — (aPa)P} -

=0 7Y
sin®R

— m '
Comme PAP — (aPa)P, ¢t par suile PAP — (aPa)P ala forme I U, AU,
sin’ R i=1
{2.5.2), nous voyons bien que la sphére(4) est bien [I'absolu local au point a
d'un espace UNE. Drapres (2.4.4) tous les points de cet espace UNE sont
T

— — R ] -isolropes.
(2 ) d

3.1.2. Definitions. )
1) un espace UNE dont 'absolu local en chague point est ane sphére E de
rayon donné, centrée en ce point.s’appelle un "espace UNE régulier de type A.

2) un espace UNE dont I'absoln local en chaque point est une sphére NVE de
rayon donné, cenirée en ce point, s’appelle un espace UNE régulier de type B.
Nous dirons plus tard brievement « espace A», € espace Boy.

3.1.3 Cas limite des espaces A etdes espaces B.

1y Soit R le rayon donné des absolus locanx dans un espace 4, Soit dia

distance E entre deux points a et b de cet espace. Alors la distance UNE corres-
pondante est:

d
14 =
R R d as
d ,b ='_l ——"':R""‘— — ase
(d(ab)] =| 5 In 1 (R+333+ )

etlim | d{a,b) | =d
R —» oo .
Ainsi, un espace E peut étre considéré comme le cas limite d’'un espace A
quand le rayon commun des absolus locaux tend vers l'infini.

2) Dans le cas d’un espace B, sile rayon commun des absolus locaux tend
vers l'infini, alors tons les absolus locaux tendent vers une méme limite qui est
I’absoln de 1’espace NE correspondant. Donc, un espace NE peut étre considéré

comme cas limite d'un espace B quand le rayon commun des absolus locaux
tend vers I'infini.
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3.1.4{ THEOREME

Pour quunespace UNE soif un espace A (o un espace B), il faut et il suffi.
qu'il posséde un groupe de collinéalions Isométriques isomorphe au groupe de
deplacemenie d’un espace E (ou NE).

Démeontrons d'abord le lemme suivant?

LEMME. Soit un espace UNE construit sur [I'espace projéctif P(‘) Pour qu'une

collzneafmn de Pespace P(')sozt une transformation isométrique pour Péspace UNE,

il faut et il suf fit que cette collinéation, toul en transformant un point quelconque
a en un point «, transforme aussi I'absolu local en a en I"absolu local en a’.

En effet, suppoesons qu'une certainecoll néation D de P(Dtransforme le poi.nt
. Il

@ en le point a’ et I'absolu local en « @, en la quadrique Q;, et soit
Qa. I'absolu local en a.

La condition est nécessaire. Il faut démontrer que is D est isométrique pour
l'espace UNE, alors Q’ =0, -

a
‘Soit b un pomt quelconque el b’ sonimage dangs la collinéation D, Soit (p,q)

(P, ¢’ ), (p”’ ") respectivement les couples-de points de rencontre de la droite,
projective ab avec Q et de la droite pro:ectwe a’ h avec Q etQ

Nous avons:
{abpgy = (@'’ p’ q ") (D conserve le rapport anharmonlque)
{abpg) = (@’b’p*'q™) (D est isométrique)
Donc («'b’p'q’)=(a’b’pq™) - .
- Sur la droile projective a'b’, en passant aux coordonnées affines et, en
désignant !'abscisse affine de chaque point par la méme lettre qui indique ce
point, nous avons, en choisissant 1'origine des abscisses en a’ {alors a’= 0):

p’ : q! _ p,’ : q!!
. - . P,_b., q»____ b’ P” __b; q-a _bq
ou: P (@ —8)(p" —~b)=9'p" (¢ —b) (p" —b) (3)

Fizons a et la droite ab et faisons parcourir le point b sur cette droite fixe,
Alors 1’égalité précédente doit avoir lieu avec n’importe quelle valeur de b, ce
qui exige tout d’abord

q'p* = ¢’p" (coefficients de b2 dans les deux membres).
Supposons d’abord que @ n’est pas singulier, c¢’est & dire que a € Q,» alors

a'e Q Nous devons avoir anssi « eQ ., parce que si a'€ Qa, , alors @’ sera
s;nguhel et . sera le cone NE en «, ce qui est impossible parce que dans ce

cas, p"=¢q"=a alors que p"#a', p’# ¢, ¢’ # a', ce qui fait que legahte
(a'b’p'q) = (a b’pg’") soit impossible. @* étant non smguher p,p'.q, ¢ ne
peuvent pas coincider avec @’. Donec p' == 0, p* £ 0, ¢ == 0, ¢ # 0. On peut
alors simplifier (3): 3

@ =)' —b)=(q"—b)(p— ) ¢)
De lél: P -+ g =p '_l" q
q’p!’:.- p’q,’

dsoﬁ:' p,=p” s q:____q,’.
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Ainsi, tonte droite passant par a’ coupe Q:: et aux mémes poinis. Donc
| —
Q= 0p

Si a est singulier, alors QG sera le cone NE en a et Q; sera aussi un cone
du second degré de sommet « . S5i @ n’est pas singulier, cest 4 dire que
a'eQ ., alors p” # a,q #Aa, pt#q", alors que p’ = *x= g, ce qui fait
que I'égalité (a'b’p'q’) = (a’b'p”q”) soit impossible. Done a’ est singulier et Q,
est le cone NE en o’ . Comme D est isométrique, il doit transformer un cdne
c-isotrope en un céme oe-isotrope. Done:

Q; = Qa"

Remarque. Nous avons ainsi démontré aussi que D doit transformer un
point singulier en un point singulier, cest & dire que D transforme la base en
elle-méme. Done D est nécessairement une transformation affine dams le cas
d’un espace A et un déplacement dans le cas d’'un espace B.

La condition est suf fisante, Si Q) = Q- » alors pr=p,q =q et(abpg}=
(’b’'p”q*’); D est donc isométrique. i
Passons maintenant & la démonstration du théoréme 3.1.4.

La condition est suffisante. Soit donné un espace A (ou B) consiruit sur
Pf:.) . Tout déplacement D de l'espace E (ou NE) correspondant, tout en {rans-
formant un point a en un peint o> transforme la sphere E (on NE) de centre
a et de rayon R en la sphére de centre a’ et de rayon R, c’est & dire transforme
I’absolu local en a de Uespace UNE en l'absolu local en a’ de cet espace. D est
donc une transformation igométrique de 1’espace UNE et le groupe de déplace-
ments de l'espace E (ou NE) induit un groupe de transformations isométriques
de l'espace UNE. '

La condition est nécessaire. Supposons qu'nn espace U NE et un espace E (ou
NE) soient construits sur un méme espace projectif P‘;)
déplacements de ’espace E {(ou NE) induit un groupe de transformations isomé-
triques de Pespace UNE. Démontrons que cet espace UNE est un espace A (ou
un espace B). . '

Soit a un point quelconque de l'espace UNE et D une rotation queiconque
de centre a dans I'espace E (ou NE) correspondant. D’apreés I'hypothése, D est
ane transformation isométrique pour l'espace UNE; c’est pourquoi, d’aprés le
lemme précédent, 'absolu local Q en a est transformé par D en l'absolu local

et que le groupe de

Qa, en a’.
Mais o’ = D(a) = a; par conséquent Qa, =Q, Donc D iransforme Qa en Qé R
et comme D est une rotation quelconque de centre a, Q, doit étre une sphére

de cenfre a.

Considérons maintenant un deuxiéme point b et les symétries E (ou NE)
8 et S, quitransforment a respectivement en a etenb:S ,(@)=a, § (a)==Db
aa ab ab ad
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T.e déplacement T == Sub' Saa transforme a en b, D’apres Phypothese T est 50"
métrique pour l'espace UNL et par suite, d’aprés le lemme précédent, 7(Q ) =2
L] -—xht
Done {J, est une sphere de centre b, égale & la sphére § , ¢ b
a

Ainsi, nolre espace est bien un espace A(ou B),

3.2. Espaces A et B 4 une dimension.

3 2.1, THEOREME. Touslesespaces UNE & une dimension dont la base n'est pas
dégénérée, sont des espaces B. Si la base est dégénérée, on aura un espace A )

Démonstration, Ici, P peut étre toujours ramenée a 'une des {rois formes

b 3o h o

é) (a un coctficient numérique prés). Daas les

—

et U ,ala seule forme(
trois cas, la base et ’'absolu local oni pour équations respectives:
1) a2y =0
@4 @ + 23+ k(a, @, — a, %, ¥ =0
2) :!2(2)_‘ 13 =0
(@~ x3) @) — 2+ k(a2 — a z,) =0
3) mf) =0
ai:c‘é + k(a,z,— a1x0)2=0

Un déplacement de I'espace-base dans les deux premiers cas s’exprime res-
pectivement par les systémes d’équations de la forme:

a,= a, cosp — a; sirg y xgzx; cosp — T Sing
a,= ay sinp + aj cosg (a2, sing - xycosg
aaza;) chp — ajshe o xozx{; cho — xyshy
a, = —a, sho+ ayehe @ == — 2 she - x chyp

En mettant ces valeurs de q,, a;, Tys Ty dans les équations des absolus locaux,
oa trouve respectivement dans les deux premiers cas:
‘:2 2 92 12 - 3 b L 2 —
(e + a7 ) (x, + xy )+ k(g :cj — gy = 0
.2 2 4,2 »2 . s 49 E 2_,_, .
(ay — ay) (x, — 7y )+ E (apzy — ax,) = 0;
Ainsi, le déplacement, tout en transformant le point ¢ en le point o, transforme
Pabsolu local en a en 'absolu local en a’, Parce que la base n’est pas dégénérée,

gotre espace.est un espace B. Dans le troisiéme cas, Uéquation de l’absolu
tocal s’éerit: ‘
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f 2

Ty “1] 1
ol f—— — — —_

) a, k

En considérant I’équation z, = 0 comme I’équation du point a Pinfini sor
une droite E et, en passant aux coordonnées cartésiennes : '

a.

Tq 1
y=— —, b= -—,mnousavons:
To f
— 1
(y—b)=——

k
L’absolu local est donc une circonférence (un ensemble de deux points) de

cenire b et de rayon V—}‘ . Notre espace est bien un espace 4.

3.2.2. Remarque. Ainsi, toutes les droites projectives de I'espace P(:l) sont

des espaces A ou B (ou des cas limites de ces espaces) & une dimension plongés
dans I'espace UNE. Une question se pose: existe-1-il des cspaces 4 et B de
dimension supérieure 4 1 plongés dans I'espace UNE? Cette guestion sera
étudiée dans le chapitre 4.

4. ESPACES A ET B PLONGLS DANS UN ESPACE UNE

4.1, Généralisation de la matrice Q(a)

‘4.1.1., Mairices Q(a, b) et Q (a4, b). Dans l'expression de Q(a) donnée dans
2.1., 8i nous remplagons aPa par aPb et A = aa par ab (¢ est la matrice-colonne
et b la mairice-ligne), nous obtenons une matrice que nous désignerons par
Q(a, b). 11 est facile de voir que ((a, b) = QT(b, a), et alers la matrice Q(a, b)
définie comme la demi-somme de Q{a, b) et de Q(b, a) est une matrice symé-
trique.

On remarque tout de suite que Q(a) = Qa, a) = Q (g, a).

41.2. THEOREME. S un poimt b dépend linéairément de p points a
(i: 1, 2, TR p) .
b=, al (¢{I ya ici sommation suivant i),

alors : Q) = Q(b,b) == A lj Q (ai s aj) (sommation suivant i, 1)

Démonstration. Il sﬁftit de remarquer que :
(Aa)b = a(rb) = A\ab,
(@ 4 b)(a + b) =aa+ ab 4 ba 4 bb
et de remplacer a par A, a’ dans Dlexpression de Q(a) (2.1.(2).) et ensuite de
développer I’expression oblenue.
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4.1:3. THEOREME. Q(a,b) et Q (a, b) ont les propriélés suivantes :

al(b, c)d = dQ(c, b)a (1)
aQ(b, ¢ ;d = bQ(a, d)c (2)

aQ (e, dyb + aQ (b d)e + aQ(b, c)d = (aPb) (cPd Pc) (bPd
. PSS ) (cPd) 4 (aPe) (bPd) + 3

Démonstration. aQ(b,c)d est nne matrice d’ordre 1. Done :

aQ(b, c)d = [aQ(b, C)d]T = dQ{(c, b)a, ce qui nousz don-

ne (1.
Nous avons: (¢Pb) (dPa) = (dPa) (cPb),
afbelJi)d = b(|);adlJ;)c parce que al b = — blJia,¢l);d = — d|Jic. Dela, en

faisant une combinaison lindaire des premiers membres analogue i celle obte-
nue dans I’expression de Q(a), ct une combinaison linéaire correspondante des
seconds membres, on obtient (2).

Remarquons que (1) et (2) restent vraies dans le cas ol ) est remplacé

par (.
Enfin, nous avons: |
aQ(ec, d)p = L) (aF) ; (dPc) (aPb)
+ 3 al,cdJ, b+ alJ, de{J; b .
i 2 3

en écrivant des expressions analogues pour aQ (b,d)c et a (b, c)d et en addie
t.onnant membre 4 membre, nous obtenons (3).

4.2, Sous-cspaces réguliers.
4.2,1. Définitiona.
1) un m-plan (m=1) de l’espace PE:) (ot ['on a introduit une métrique

UNE) sera dit R-isotrope (UNE) en I'un de ses points a si toutes les droites
projectives du m-plan, passant par ¢ sont R-isotropes (UNE), Le point a
s'appellera alors un point H-isotrope d’ordre i de l'espace UNE.

2) un m-plan projectif sera dit R-régulier s' lous ses points son R-isotropes
d ordre m.

4,2,2. Cherchons d’abord les m-plars —:;i-réguliers. Cela revient, d’apras

(2.4.3.) & chercher-les m-plans isotropes de l'espace-base.

- Soit @, b deux points quelconques de 'espace-base et u, v les points on Ia
droite ab coupe la base. Pour que la distance .NE ab (de 1'espace-bace) soitégale
tounjours a zéro, il faut et il sulfit que (uvab) = 1 (e, b), ou que
u= v{pab)

Pour qu’'un m-plan soit —;F— -régulier, il faut et il suffit donc que ce m_

plan coupe la base smivant une (m — 1) — quadrique dégénérée cn I’ensemble
de deux (m— 1)-plans confondus. Cela arrivera si et seulement si I'une des
conditions suivante est satisfaite:
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1) le m-plan est tangent & la base le long d'un (m — 1)-plan générateur (ie
cas ol le m-plan est un plan génératenr de la base vy est aussi incins).

* 2) le m-plan n’est pas tangent 4 Ia base mais contient le (m — i)-plan-som-

met dela base {sila base a un iel plan-sommet).
Dans ce qui suit, nous supposeroms toujours R 3« %

4.2.3, THEOREME. Pour guwun m-plan projectif soit R-régulier (R = —“—~—72r ),_-

il faat el it suffit quwil posséde Pune des propriétés suivanies:

1. entre n’importe quels quatre de ses points a, b, ¢, d {distincis ot confondus)
nous avens la relation : '

a:Q(y., z)i = —tg:R(yPz) (xPl) -+ ——1-— [(xPy)(zPt) + (xPz) (g?t)] (1)
2cos*R

oii x, y, z, t sont les qualre poinis a, b, ¢, d pris dans un ordre arbifraire,

2. loutes les sphéres UNE de rayon R centrées dans le m-plan coupenf
celui-¢f suivant son inferseciion dvec la base.

3. l'absolu local en chague point a du m-plan coupe celui-ci suivant une
{(m — 1)-sphére NE de rayon —j;—--R et de centre a (de Pespace-base).

Démonstralion.
1. a) Condition nécessaire. :
— Cas de quatre points confondus: a, a, ¢, a. La relation (1) s’écrit alors:
aQ(a, a)a = tg?R(aPa)* + (1 4 tg?R) (aPa)’ :
ou: aQ(a)a = (aPd)?
— Cas de quatre points a, @, a, b. La relation (1) s’écrit alors (en tenant
compte aussi de 4.1.3. (2)}: .

aQ (a, &b = a{ (a, ba = aQ(a)b = (aPa)(aPb)
— Cas de quatre points a, a, b, b: : S
Le m-plan étant R-régulier, la droite ab est R-isotrope. Domec, .d'sprés

(2.4.2. (4)): : :

BO(b = b [

ou: bQ(a, a)b = —tg2R(aPa)(bPb) +

1

cos

—(—sin*R(aPa)P + PAP\]I)
: /

1
]

R (aPby® .

Cest justement la_relation (1). Remarquons que aQ (b, ba = b (a,-a) b.
11 resle & calculer a(}a, b)b. Pour cela, laisons.¢ = a, d = b dans (4.13.(3)}.
Nous obtenons :

aQ (a, DYb 4 aQ (b, bya + al(b, a)b
= (aPby? + (aPa)(bPb) + (aPb)?
ou: 2al)(a, b3b = [2(aPb)® + (aPua) (bP)] — aQ(b)a
= [2aPHY? + (aPa) (BPD)]+ 19°R(aPa) (OPD) — 123 (aPb)?

= — 2tg’R(aPby? + —i - (a!’a)(be, 4= (aPb) ]
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w:  ali(a, b)b = —tg?RialPby + 5 1
C

R (alPa)(hPhy + (an)?]

La relation (1) est vérifiée.

— Cas de quatre points @, a, b, ¢. Nous avons:

bQ(a, d)c = a}{b, c)a. Mais :

200, ¢y = Qb + ¢, b 4+ ¢) — Qb, by — Que, ¢). Alors

2aQ(b, Oy = (b 4 Y Qa, Q)b+ ) — bQa, @b — cQ(a, aye
= —tig*R(aPa)[(b + )P (7 - ¢) — bPb — cPc ]

I {(aP(b o) — @by — (aPoy?

cos2iR

on bQ(a, a)c = aQ(b, cya = — tg?R{aPa) (bPc) + B {(aPby(aPc).

Donc (1) est vérifiée dans les cas ol x, y, z, { prennent les valeurs respectives
a, b, c,aona ¢; b, aoud a, a conc, q,aq b

Calculons ensuite aQ(a,b)c = aQ(b,a)c = aQ(a,c)b: d’aprés (4.1.3.(3)), nous
ayons:

2aQ (a,b)c = [(aPa) (ch) + 2(aPb) (alc)} — bQ(a,a)c
(aPa) (ch) + (1 — tg®R) (aPb) (aPc)

cosg R
ou: afi(a,b)e = —tg? R(aPb) (aPc)+

f(aPa) (ch L (aPb) (aPo)]
2cos? 12 '

Donc, (1) est vérifiée pour x, y, z, { prenant les valeurs respectives a, a, b, ¢ ou
a,a,e b,onab, acou aca,b ,
En permutant a, b, c, on obtrent encore quatre autres relations analogues,
- Cas de quatre points distincts a, b, ¢, d.
MNous avons:
2a0(b, ¢)d = aQ(b L, b + o)d — aQ(b bYd — aQ(e, 6)d
= (b 4 ) Qa, d) (b + ¢y — bQua, )b — cQ(a, dic
= —tg® R(aPd) [(b + ¢) P(b 4 ) — bPb — ¢Pc]

4+ —1 [+ ePa. b+ Pd—bPa.bPd— cPa . cPd]
cos’ R

- =—21g° R(aPd) (bP¢c)+ —
cos’ R
En permulant a,b.e,d, nous obtenons encore des relations analogues,
b) Condiiion suffisante. Si la relation (1) est vérifiée,, alors toute droite
projective du m-plan sera R-isotrcpe. En effet, prenons deux points distincts
quelconques a,b du m-pian el appliquons (1) aux poinis a,a,4,b:

[(aPb) (cPd) + (aPc) (bPd)]

b0 (a, a)b tg‘-’R(aPa) (bPb) + —nr ! (aPb?
cong
ou . .- - bQa)b = — ig° R (aPa) (bPD) + (aPby?,
‘ cos* R

c'est-d-dire que la droite ab est R-isotrope (d’aprés 2.4.2.(4)).
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9) le m-plan donn¢ est un espace UNE a m dimensions dont la base est
lIintersection de ce m-plan avec la base de tout I’espace. Pour que ce m-plan
soit R-régulier, il faut et il suffit que tous ses points soicnt R-isotropes d'ordre
m. D’aprés (2.4.5.) cela veut dire que toute sphere UNE de rayon R cenlrée dan:
le m-plan coupe ceiui-ci suivant son interscction avec la base (de tout I’espace).

3) d’aprés (2.4.5), pour qu'un point @ da m-plan soit R-isotrope, il fant et
il suffit que l'absolu local en a coupe le m-plan suivant une (m-I) — sphere

(de l'espace-base) de rayon % -R, et de centre a.

4.94. THEOREME. Un m-plan projectif w sera R-régulier si U'une des conditions
suipanies est salisfaite: '

1) = contieni un m-simplexe (a? al o ... a™) lel quenire n'importe quatre de
ses sommeis @ , al, ak, al (distincts ou confondus) il y a relation (1) du théoréme

£.2.3. dans laguelle x, y, z, t sont quatre sommels a',al , ak, al pris dans un
ordre arbiiraire. :

2) w est R-isolrope en C?n 44 points distincts tels qu'il existe un certain
(m — 1)-céne du second degré passant par C?n+1 — 1 de ces points, mais ne
passant pas par le point qui reste.

Démonsiration:
1. soit u et v deux points quelconques de 7:

= ?xi a' (il y a sommation suivant i =0, 1,..., m)
p=K, al (il y 2 sommation saivant j = 0, 1,..., m).
Alors:  uQ( v)u = vQu, o = (K, ak)Q(Aiai, ).jaj) (N-Ial)f
= 1" 0, ah)1 uyahy= A B &0, a’)d.
. | = ?‘i?“jp“k ulai Q(ak, al) aj
Mais, d’aprés 1'hypothése:

9dq(d, a’yd' = —2g'R(a'Pal) (d"Pa') + "‘2 R(aiPak . Pa'+d' Pa*. dlPd )
. cos .
Par suite:
© 2p in d kp.l 1 ink _ip.l
pQ(u, u)v = AA W {—-tg Ra Pa’.a Pa” + 2——-——CO82R (aPa" .a’Pa +

-+ o pa*, aiPaI)] = --ing(At.ai) P(?\.jaj) . (uka") P (p,la‘) 4

+ e na). e Pa) € rjal) () (OO =
= —-tg?R(uPu)(UPU) -+ z (UPU)29
cos? R

Ce qui montre que la droite uv est R-isotrope. Comme u et v sont tout a
fait quelconques, on peut conclure que le m-plan n est R-regulier.
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. . 2 2 . . .
2) soit a’ ( =1, . . Cm—l—f) les Cm_H points donnés et soit ¢ le liem géo-

métrique des points a du m-plan 7 tels qu’il existe un (m — 1)-cone du second i

degré de sommet a passant par tous ces points a?. Ce lieu ne peut pas étre =«
parce que, d'aprés I’hypothése, il existe un certain (m — 1)-cone du second

degré passant par Cm—E-J — 1 de ces points o', mais ne passant pas par le point

qui reste. ¢ contient toutes les droites joignant les C?n-l—l points domnés, deux
a deux, \

Considérons un point b, non situé sur ¢. Les C2m+1 — 1 droites ba, (i =

= 2y 3rees ¢t ) doivent définir un (m — 1)-c6ne du second deiré de sommet

b [parce que 8i ce (m — 1)-cone est indéterminé, alors il y aura un (in — 1)-cone
du second degré de sommet b passant par tous les points a, (a, nonexcepté), ce

qui est confraire 4 'hypothése que & n’est pas situé sur tp]. Ce (m — 1)-cone
bien défini doit étre le (:n — 1)-cOne R-isotrope an point b du m-plan parce

que C?n-H — 1 de ses génératrices ba, sont R-isotropes. Le point a, n’appar-

tient pas & ce cone parce que O € ¢. Done, par le point b, outre les génératrices
du {m — 1)-cone R-isotrope du m-plan =, il existe encore la droite ba, qui est

aussi R-isotrope. Ceci ne pourra avoir lien que si b est R-isotrope (d’ordre m),
Alors, si ¢ § ¢, la droite be sera R-isotrope, ce qui ne pourra avoir lieu que si

¢ est R-isotrope (d’ordre m) parce que par ¢ passent déja 612714-1 droites R-isofro-

‘ 2
pes ca, ({ = 1, 2., C;HH). Ainsi tous les points de & sont R-isotropes d’ordre
m, w est donc R-régulier.

4.2,5. Remarques.
1. D’aprés (2.4.5), dans la deuxiéme partie du théoréme 4.2.4., on peut

remplacer ia condition imposée & x «d’étre R-isotrope en Ciz+1 points...» par

la condition: «d’avoir en chacun de ces C2 points une sphére UNE de rayon

R, centrée en ce point, coupant m suivant son intersection ‘avec la base» ou

encore par la condition: «d’avoir en chacun de ces C2 1 points un absolu

local coupant 7 suivant une (m—1)-sphére NE (de espace-base) de rayon —:E-R.

En particulier:

a) un espace UNE de dimension 2 sera R.régulier s'il contient trois points
R-isotropes distincts nonsitués sur une méme droite projective.

b) un espace UNE de dimension 3 sera R-régulier s’il contient six points
R-isotropes non sitné sur une méme conique.

2. un espace UNE non régulier peut contenir ou bien un nombre fini (plus

petit que C° 1 ) de points R-isotropes, ou bien une infinité de tels points; ce
I
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dernier cas arrivera si notre espace contient C2-|-1 points R-izoiropes tels que
n .

tout econe du second degré passant par ? —1 de ces points, passe aussi
. n '

-1

par le point qui res’'e; dans le cas ou ces CZ_H points appartiennent 4 une méme
i n

(n—2)-quadrique (), alors tous les points de Q sont R-isoiropes. En effet, soit
a un point quelconque de 'espace non situé sur le plan de (. Le cone {a, (J) est

R-isotrope parce que (32_'_1 de ses génératrices sont R-isotropes. De id, toute
n R

génératrice ab (ou b est un point quelconque de Q) de ce cdne esit R-isotrope.
En fixant b ef en faisant varier ¢ dans ’espace, on veoit que b est R-isotrope.

Dans ce cas, le plan contenant () est R-régnlier parvce que toute droile
projective de ce plan coupe Q en deux points (distincts ou confondus); comme
ces deux points sont R.isotropes, la droite donnde qui les joint est R-isotrope.

Dans le cas o ces C° oints appartiennent 4 un méme (n~2 -plan {), alors
b1 p . p ‘

tous les points de Q' sont R-isotropes. En effet, soit a un point de l'espace (non

situé sur Q'. Alors le cone R-isotrope en a conlient les CR w droiles joirgant a
Con

aux CZ_H points donnés; par suite. il conticat tout le plan (¢,Q) c’est & dire
Jek

qu’il dégénere en 'ensemble de deux plans dont 'un d’eux est (¢, Q). Soit bun
point quelconque de Q. La droite ab est R-isotrope. En fizant b et en faisant
varier a, on voit que b est R-isotrope. Dans ce cas. tout plan passant par Q’ est
R-régulier parce que toute droite projective de ce plan coupe Q’en un point
qui est fi-isolrope.

4,3, Cones R-réguliers.

4.3.1. Définition. Un cone R-isotrope ayant des m-plans générateurs (m >>2)
gera dit R-régulier si tous ses plans générateurs sont R-réguliers,. )

4.3.2. THROREME. Deux points ron R-isotropes a et b tous deux singuliers (it
tous deux non singuliers auron{ un méme céne R-isolrope, si el seulement si les
deux sphéres UNE de rayon R el de centre respeclifs a et b sont confondues.

Démonsiration:

1)’z et b sont singuliers. D'aprés (2.4.2.(4)), si un point a est singulier
(aPa = 0), alors le cone R-isotrope en a coincide avec la sphére UNE de centre
a et de rayon R. Donc sia et b sont singuliers, alors la coincidence des cones
R-isotropes en a et b est aussi la cofncidence des sphéres UNE de rayon Retde
cenlires respectifs a et b,

9. g et b ne sont pas singuliers (aPa == 0, bPb 4 (). Supposons que @ et b
ont un méme cone R-isotrope: |
M R (@) =AM R (b) ©

on:

0(a) -+ tg? R(aPayP — !

o
v

1 | o
o p AP =R [Q(b) + tg? RpPLP . —

PBP]
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ol

Q')+ 599 R{aPa)P =\ [Q'(D) -1 i_qg R(OPBYP] en posant Q'(a) — !

——PAP, (2)
. - cos” R}
Q’(a) étant la malrice correspondant a la sphére UNL de centre a ct de rajon R
2.4.5.(4¢) ). )
Comme M (a) et MR(I)) ne sont définis qu’a une fonction scalaire prés,

nous pouvons prendre A = ; alors, toutes réductions fajtes, (2) nous

donne:
, aPa ,,
Q'(a) = oD Qb 3
Réciproquement, si I'on a (3), alors en remontant le cours des calculs, on
arrivera a (1). '
4,3.3. Remarque. Les équations (1) et (3) peuvent s’écrire:
(bPOYME(a) = (aPa) MR(D) (4)
P a) = (aPa)Q(b) _ (8)
Imaginons que aPa-»0; pour que les égalités (4) et (5) subasistent, il est
nécessaire que bPp—0. Done, si I'un des points a et b est singulier et l’autre ne
’est pas, la coincidence des comes R-isotropes et des sphéres énoncées dana
e théoréme 4.3.2, sera impossible.
4.3.4. THEOREME. Pour qu'un cone R-isolrope ayant unr-plan sommet (1<{r<<n—1)
soit R-régalier, il faul et il suf fit quil posséde une des propriélés suivantes:
1) il est le cone R-isotrope commun a fous les poinfs non R-isolropes du

r-plan somnul : _
9) tous les poinisnon R-isolropes du r-plan sommel ont une sphére UNE com-

mune de rayon R cenirée en ces points.
3) pour n’imporle quelle pairede poinls « el b non singuliersel non R-isofropes
(distincts ou confondus) appartenant au r-plan somumel, la matrice .
Q(a,b) 1 P(ab+ bayP
aPb 9 cos®R  aPb

est indépendanie de a el deb et est différenle de (~{g°R )P

4) tout poind singulier du r-plan sominet (qui n'est pas un plan généraieur de
la base) est R-isotrope et réciproquement, fout poini R-isotrope du r-plan sommet
est singulier, '

Démonstralion.

1} a) Condition nécessaire, Soit 7 _le cone R-isotrope en un point non R-iso-

‘ripe « et supposons qu’il soit R-régulier et qu’il posséde un r-plan sommet
Q {a € 0). Soit b un autre point non R-isotrope de £ (b # a)et 7y le cone
R.isotri pe en b.

Démontrons que 1, = 7, :

— tout plan générateur G de 7_ est aussi plan générateur de =, . En effet

G contient Q, donc contient b. T, étant R-régulier, toute droite de G esl i-isolro-

pe: en particulier, toutes les droites de G passani par b sont R-isotropes. Donc
Ge 7, et, par suite T 7y
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Mais deux cones du second degré ou bien coincident, ou bienontune inter-
section de dimension inférieurc a n — 1, sauf au cas o0t 1'un desdeux cones et
dégénéré en l'ensemble de deux plans P, P’ ct l'autre en 1’ensemble de denx
plan.s P, P’ (’intersection contient alors le plan P, de dimension égalea n~-1).
Pour les deux cones ; T, et Ty, » AVEC T O Ty deux cas penvent se présenter:

@) Ty =T

B) w, est U'intersection de 7, et de 7. Comme 7 est de dimensionn—1,

cette intersection est de dimension n — 1. Ceci ne pourra avoir lieu que si 7,
dégénére en I'ensemble de deux plans P, P’ et =, en ’ensemble de deuxplans
P, P, Mais P et P’ sont alors des plans générateurs de 7w, et, par suite,

comme il a été démontré plus haut, P et />’ sont aussi des plans générateurs de
T, ce qui exige PP= P, ,cestadirequan =m, . Dans le cas limite ot P’

cofncide avec /* (alors toute dro:te projective de P sera une droite R-isotrope
double), on doit avoir aussi P” = P (parce que toute droite projective de P est

une drojte R-isotrope double), c’est-d-dire qu’on a toujours = == m,

b) Coendition suffisanie. Supposovs que 7, = 7, (b e — . Alors tout
r -+ 1)-plan générateur de w_ a la propriété d’étre P-isotrope en b c’est-a-dire
en tous les points de Q. D’aprés un raisonnement analogue & celui donné dans
a deuxiéme remarque (4. 2. 5.), ce (r 4 I)-plan générateur est R-reguher et
par suite 7, est R-régulier. '

2) (’est une comnséquence directe de la partie 1) et du théoréme 2.4.5,

3) a) Condition nécessaire. D’aprés la parlie 2), a et b sont des centres
d'une méme sphére UNE de rayon R.

Soit ¢ un point non singulier et non R-isotrope de la droite ab:c =a -+ Ab.
Alors, d’aprés (4.1.2.), nous avons:

Q) _Q (@) +2 lQ (q, b)+h90(b)

> (6)
cPe aPa 4+ 2raPb 4 A2 bPb
Mais, d’aprés (4.3.2. (3): ‘ :
QE_@_o0d) _g+row .
cl’c - aPua bPb aPa - 22 bPh - . (7-);

en comparant (6) et (7), nous avons :
Q@ _Q@ D) _ Q(ab) | ®
aPa be aPb .
En fixant succgssixfe:nent I'un des deux points a,b, et en faisant' variel

I’autre, on voit queg-%f—) est indépendante de a,b. Cette matrice indépen-
p e

dante de a,b ne peut pas étre égalea (—tg ’R) P parce que, dans ce cas, (' (a) =

— — tg? R (aPa)P et nous aurons, d’aprés(4.3.2):
 Mp@=0

et le point a sera R-isotrope.
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On peat remafqiter én passant que si a4 est non singulier el nor
R-isotrope, alors tout autre point non-singulier & du r-plan sommet sera aussi
non R-isotrope.

Q' (a, b

aPb soit constante guand

b) Condition suffisante. Supposons que

¢ et b (non singuliers et non R-isolropes) varient dans O Alors, en faisant
- . >
b = a, puis a = b, nous avons:

T (a,a) Q' (b,

aPa ~—  bPb
aPa
: ‘(a) = " (b);
or S v@ beQ()

donc a et b sont les cenlres d'une méme sphére UNE de rayon R, et d’apréa la
partie 2), 7w est R-régulier.

4) a). Condition nécessaire. Soit cun point singnlier du r.plan sommet
Q (r >» 1) dun cdne R-régulier 7. Prenons deux points a et b de , non
singuliers, non R-isotropes et alignés avec cic=a + b, Ces deux points
exiatent tonjours parce que, d’aprés I’hypothése,  n’est pas un plan
générateur de la base et nous pouvons toujours choisir sur & deux points non
singuliers alignés avec c. D’autre part, on peut choisir ces points tels qu'ils
soient non R-isotropes parce que dans le cas contraire, Q@ sera R-régulier et
tous les (r -~ 1) -plans passant par Q) seront R-réguliers (4. 2. 5. remarque 2),
ce qui est conlraire a I'existence du coéne . D'aprés la partie 3), nous avons la
relation (8). D’autre part, nous avons encore {7) et, par conséquent (6). Mais
cPe==0, d'od Q'(c)=0 et par suite MR (¢) = 0, c’est-d-dire que ¢ est

R-isotrope.
Reciproquement, supposons que ¢ soit R-isoirope, c’est.d,dire que;
Q'(c) = —tg® R(cPc) P (9)
prenons encore deux points non [R-isotropes a et b de @, alignés aveec c:
¢ = a4 Ab;alors, d’aprésla partie 3) nous avons (6) et (8). Si cPc #= 0, alors

(9) nous dommnera. QC}S? = {—tg?R) P et ensuite, e lenant compte de (6) et (8):

-Q—'(ﬂ» by — (—tg®*R) P, ce qui est contraire & la partie 3) de ce théoréme. Cette
aPb
coniradiction ne peut étre enlevée que sicPc = 0. Donc c’est singulier,

b) Condition suffisante. Supposons que lout point singulier ¢ du r-plan
sommet € (qui n'est pas un plan générateur de la base) d’'un cone R-isotrope
r soit R-isotrope. Démontrons que 7 es: [-régulier. Pour cela, démonirons
que  est le lieu des centres d’une méme sphére UNE de rayon R: soit a et b
deux poinis non singuliers distincts de Q et i,,t, les deux points singu-
liers sur la droite ab; alors a = t, - Ay, b=1t,+ 1, .

D'aprés 1'hypothese, i, ety sont R-isotropes:

MR(ZI) - MR(t?) = 0; de lA:
Q) =QU)y=0

143



et alors:

(@ =0 =0, +rit,. 1, +1t,) =200 (. ¢
oW = Q_'(b, By=Q'(t, + Rty £ +R1) =200 (- 1)
Donc: Q' (a) = — Q' (b), et d’aprés la partie 2) de ce théoréme, w est H-régulier

4 3.5, Bemarque. La proprlete 4) (4.3.4.) n’est pas vraie dans Ie cas ot Q est

situé sur la base. Dans l'exemple 3 (2.3.3 ), toute tangente 4 la courbe x; =t

est I'aré'e-sommet d'un coéne « — régulier parce que les absolus locaux en les
différents points d'une telle tangente coincident. Tous les poinis de la tangente
sont singuliers, mais seul le point de contact est NI parce que la tangente est
une génératrice de la base [3]

4.3.6. LEMME 1. Si un m—plan projectif (m > 1) est R-isotrope en C 7 —-1

de ses points d .defmzssant une (m — 2) quadr:que unique, alors il sera R-iso-
lrope en tous les points de cette (m — 2)- quadnqm ’

Démonstralion. Le ralsonnement est analogue a celui donne dans la remar-
que 4) (4.2.5.). : : - - -

LI;\i’vIE 2. 8i un cone R-isoirope possédanf u r-p[an sommetQ (1< <' d —~1)

est commun & C* P 1 points non R-isolropes de Q defmzssani une (r —1) -qua-

draque unique du r-plan Q, alors il sera aussi commun a toui auire pomt de cette-

(r — 1)-quadrigue.
Démonstration. Ce lemme est une conséquence directe du lemme 1 (4.3. 6)

4.3.7. THEOREME. Une cdne R-isolrope = possédant un r-plan sommet S (1< r <
n— 1) sera R-régulier si I'une des conditions suivantes est satisfaite

O(G‘,ﬂ)

a’ PaJ

¥

1) &2 coni:eni un 1-?zmpleme a® a’ ... a" tel que la mairice soit in-

dépendante des mdlcesz j et différente de (-— tg? R)P o
2) il exisle Cr—l—? poinis bt (i =1, 2,..., | +2) non R- zsot: opes de Q,n appar-

tenant pas @ une méme (r-1) — quadri que, qui ont le méme céne R-isolrope =,
ou bien qui ont une méme sphére UNE de ragon R centrée en ces pomts.

3.) Q contient c? e 1 poinis smqul:ers R- zsoiropes defuussani une (r —1)-
quadrique unique confondue avec U'intersection de .Q avec la bas;:.‘ ,

Démonstration.
1) Soit b un point n0'1 R-isotrope quelconque de Q

b=4, al (11 ya somm \tion suivant i de 0, 1,. JuSqH ar)

Q'(b, b) =k 7\ q (a‘ ) = (k 7\. af Paf M, ol L des1gne la matmce indiquée
dans la partle 1) de ce theo;éme
BPb = (r, 1)P (A; 0/ )= 1, ?\J._(a" Paly;
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Q'(b) 2
d <\ M —ta“R)P
onc o [H 5= (—tg " R)P)

En appliquant le théoréme 4.3.5,, on voit que 7 est R-régulier,
2) Considérons un (r ++1)-plan généraleur @de w=. Soit & un point de ¢ tel
que « € 0, Ecartons l'un des points b, par exemple le dernier. Alors, avec

. i . 2 . i 2 -
les points b" qui restent, ona CI__H -~ 1 droites b (=12, Cr—l—z_ 1) qui dé-
finissent un r-céne du second degré ayant Cf +2 1 génératrices R-isotropes.
Ce r-cobpe est donc R-isotrope. En écarlant successivement chaque point b,

nous avons en tout Cﬁ+2 r-cones R-isotropes de méme sommet x. Ces r-cénes

ne sont pas confondus parce que les Ci—i—z points donnés n’appartiennet pas 4

une méme (r — 1)-quadrique. Ceci ne pourra avoir lieu que si x est R-isotrope
(d'ordre r +1) dans le plan p. Comme x est un point quelconqué de ¢, en dee
hors de Q, on conclut que ¢ est -isofrope en chacun de ses points situés en
dehors de Q. Soit y un point fize quel.onque de Q, La droite yx est R-isotropes
ce qui ne pourra arriver qui si y est un point R-isotrope (d’ordre r + 1) de ¢.
Denc w est R-régulier.

It reste & appliquer le théoréme 4.3.2. pour achever la démonstration de
cette partie du théoréme 4.3.7.

3) prenons un point x de l'espace non gitfué sur Q. D’aprés le lemme 1
(4.3.6.), le (r+1)—plan (z, Q) esl R-isotrope en tout point de la (r—1)-quadrique
mentionnée. En faisant varier z. on voit que tout point de la (r—1)-quadrique
est R-isotrope; en outre, ce point est sinqulier parce que la (r—I)-quadrique
est située sur la base. Donc, d’appés le théoréme 4.3.4,, 7 est R-régulier

4.3.8. COROLLAIRE. Si utn r-plan £ contient Crig —1 points singuliers R-isoiro-

pes définissant une (r—1 )-quadrique unique confondue avec Pintersection de Q
avec la base, il serv le r-plan sommel d’un céne R-régulier.

Démonstralion. En effet, un raisonnement analogue a celui donné dans la
démonstration de la troisitme partie du théoréme 4.3.7. montre que tous les
poinis de la (r—1)-quadrique sont 2 la fois R-isotropes et singuliers. Soit a un
point non singulier de €. Le céne R-isotrope en a doit contenir Q parce que
toute droite située dans Q et passant par a contient deux points singuliers qui
sont R-isotropes d’aprés le lemme 1 (4.3.6.). Soit b un autre point non singulier
de Q. La sphére UNE de centre b et de rayon R est confondue avec la sphere
UNE de centre a ef de rayon R (d’aprés la partie 2) du théoréme 4.3.4.). Par
suite, d’aprés le théoréme 4.3.2., le cone R-isptrope en b coincide aussi avec le
cone R-isotrope en a. Comme b est un point arbitraire, non singulier de Q, on
voit que O est le lien des points qui ont en commun un cone R-isotrope w et
une sphére UNE de rayon R cenirée en ces points. Cela veut dire que le r-plan
donné O est le plan-sommet d’un céne R-régulier qui est justement .

4.4, Exemples d’espaces UNE possédant des sous-cspaces A et B:
4.4.1. Considérons les espaces UNE dont Q'a) ala forme suivante :

0(a) — a(aPa)P 4 BPAP + £ kU, AU, N
i=1
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o« 4 B=1et UI.: ul ut (=1, 2,5 n), ud, ul .., ut étamd 5 - 1

matrices-lijnes (si la matrice donnée est placée a droite dans un produif de
deux telles malrices) ou malrices-colones (si la matrice donnée est placée 2
gauche) donées.

Cherchons le lien géoméirique des points R-isotropes dans un fel espace
UNE, D’aprés 2.4.4, (6), ce lieu est défini par I’équation suivante (ot a est
considéré comme inconnue):

E k U; AU (2)
i=1

ou E k (al); z)* = 0 (¥x) (3)
i=1

ou 3 k, [o®u — o'z =0
i=1 '

n . . n . :
ou __ (au®y? }: k(@ zp+ (uﬂx)zE k, (auiy —

—2au?) (wd x) Z k, (u‘ T) (aui)] =0 “ ;

(4) doit étre vér.fide par n'nnpore quel point x, ce qui exige que tous les
coefficients de 1’équation (4) soient nuls :

an? = 0
E k (au =20 (5)
= )
Le systéme (3) montre que le lieu des points R-isotropes est ume (n—2)
quadrique située dans le plan xu? = 0.

D’aprés la remarque 2) (42.5,), le plan x#® = 0 est un espace B & n—1
dimensions plongé dans notre espace UNE, Si g = 0, 'espace B précédent sera
un espace NE,

4.4.2. L’exemple 3(2.3.3.) montre I'intérét qne présente une courbe ration-
nelle normale absolue. Cela nous suggére I'idée de construire des espaces UNE
possédant une ou méme plusieurs courbes absolues. Pour cela, étudions d’abord
les conditions d’appartenance d’une courbe rationnelle normale a une quadri-
que. Les résultats de cette étude s'expr.meront par les lemmes 4.4,3. que nous
nous bornons ici a les énoncer sans démonstration (on peut voir les démons-
trations dans [11]).

Ci-dessous, nous écrirons les équations de la courbe rationnelle normale
x, = £ sous la forme matricielle x = If, x étant la matrice-colonne des coordon-
nées projectives du pointxetila matnce-colonne des puissances du paramétre t,
de 10 =1, f =4, . jusqa’ atn,

Siivant le conteste, on reconnaitra facilement le parameétre ¢ et la matrice t,
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4.3, Lémme 1. Pour que la quadrique xQQx = de lespace P(:.: contienne la

courbe @ = It, il faut et il suffil que dans la mairice (, {a somme des éléments sur
toute diagonale paralléle & la seconde dingonale (y compris celle-ci ) soil nulle.

Lemme 2. Pour que la quadrique x{Jx =0 contienne la courbe x==1It, il faut
et il suffil que Q soit décomposable en la demi-somme de deuxr matrices transpo-

sées S ef ST telles que 1_1 S soit une matrice anlisyméirique bordée en haut (el par

suile, ¢ qauche) de zéros,
Lemme 3. Pour quune quadrigue x(Qx = 0 conlienne la courbe rationnelle
normale x =1 1, il faut et i suffit que () soit décomposable d’une maniére unique

en la demi-somme de deux malrices transposées S et ST telles que I_,S soit une

malrice anfisymétrique dans laguelle la ligne n--1—mella colonne n-t~-1 — m sond
remplies de zéros (les lignes et les colonnes éfant numérolées de 0, 1, 2,..., jusqu'a n).
Lemme 4. Si une quadrique coniient p courbes rationnelles normales:
=l L (4=1, 2 P)
oft 0<<m, <My <] e < mp <n,

alors elle coniiendra une famille de générairices curvilignes engendranf une
p-surface degré n + 1—p agant des (p—1)-plans générateurs, Chaque (p—1)-plan
générateur est défini par p points correspondant & une méme valeur du paramétre
t (différente d'une racine (n+ 1) —iéme de Lunité) sur les courbes x = Imq t.

Lemme 5. Pour qu'une quadrique xQx = 0 conlienne n + 1 (poinis de la courbe
# —.If correspondant aux n+ 1) valeurs du paramélre t,"égales respectivement-aux
racines (n -+ 1)-iémes de Uunité, il faut et il suffit que Q soit la demi-somme de

deux matrices transposées S et ST oi § a la forme 14U avee U = T,

Construisons maintenant une classe d’espaces UNE dans lesquels sont plon-
gés des espaces R-isotropes de dimension m (2. m< n —1),

4.4.4. £onsidérons la classed’espaces UNE définie par la matrice Q(a) comme
suit:
1

Qta) = (—tg?R—1) (APQ)P + ———

1 o4 T, T
PAP L — (SAS 4+ S y 1%
pyveys . 2( 4+ ST AS" + UAV 4+ VAU)(6)

ot R est un nombre réel ou imaginaire donné tel que tg? R soit réel, U-une ma-.
trice anti-syméirique d'ordre n -1 donnée et S, P, V des matrices définies a
partir de U par les relations suivantes:

S=1U
9P =8 4 ST
szjST

On reconnait ici la forme (2.5.2. (2)) en écrivant: .
9 (SAS + STAST)y = (S 4+ ST) A(S -5+ (S —ST) A(S—58T)
Q(UAV + VAU) =(U+V)A(UA4V)—(U-V)AWU-—-V)

I _papyQ,(af - (B

R

Posons: Q(a) =(—Ig°R—1) (aPa) P +
: cos
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Cherchions le lien géoméirigue des points R-isotropes de I'espace UNE
défini par (6) et (6').

Draprés (4) (2.4.2.}, nous avons:
1

Mp(a) = — sin®R (aPa) P — cos’R | Q (a) — PAP | ;
cos* IR
en remplacant ici § (a) — PAP par QO (@) — (1 + ZggR) (aPa) P,
' cos® R
nous avons: M p(a) = —cos’R{Qo (a) — (aPa) P
Posons : S'(a) =(SAS+ VAU) — (aPa) §
Alors: 8T(a) = (STAST 4-UAV) — (aPa)ST
et: 2M p(a) = —cos’R [S’(a)—l—S”_I'(a)]
Mais: S=IU,V=IST, Donc:

§ ()= (I,U) AUy — (LUI_,) AU — (aPa) LU
=1, [U(Al,—1_,4)U — (aPa) U]
=1,U"(a)

avec: U () =U (AL, —1_,

On voit facilement que U7 (a) = —U’ (a)
et, par suite I_,8(@=U (a)= T (a)

AU — (aPa)U | @

Donc, d’aprés le lemme 5 (4.4.3.), applimué- 3 - 2 _ MR(a) , on peut
cos® R

conclure que le cone R-isotrope en a passe par n+ 1 points de la courbe rati-
onnelle normale x = Ii, correspondant aux n -+ 1 valeurs dn paramétre {, égales
respectivement aux racines (n 4- 1) — iémes de I'unité,

En appliquant ensunite la partie 4a) du théoréme 2.4.5., on voit que ces
n+1 points sont bien des points R-isotropes de notre espace. Comme

T
p=S5+tS$
2

etque I_ S=U

est antisymétrique, d’aprés aussi le lemme 5(4.4.3,), la base Pz =0 contient
aussi les - 1 points précédeants. Donc ces points sont a la fois R-isotropes et
singuliers. De 14 résulte, d'aprés le corollaire 4.3.8., que toute droite joignant
deux de ces points est P’aréte —sommet d'un céne R-régulier. Noire espace

posséde done Ci 47 cones R-réguliers ayant des arétes — sommets joignant ces

n -1 points deux 4 deux. Tous les 2-plans générateurs de ces c¢dnes sont des
2-plans R-réguliers, ¢’est-a-dire des espaces B & deux dimensions plongés dans
notre espace UNE.
 Sip=2, notre espace est un espace B parce qu'il contienl n 1 1 — $ trois

points R-isotropes singuliers.

Si cos? R == ou tg? R= —1, alors les 2-plans totalement R-isotropes
deviennent des 2-plans NVE.

4.4.5. Revenons a l'exemple 4.4.4, et cherchons la condition nécessaire et
suffisante qu’it faut imposer & U pour que tous les poinis de la courbe ra-

o3
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tionnelle normale z=1 ! soient R-isolropes (et d'ailleurs singuliers). Tl es!

démontré [11] que cette condition est la suivante: la ligne n — m -} 1etla
colonne n — m -1 de la matrice U sont remplies de zéros,

Maintenant pour que p courbes rationnelles normales 2 — I t(g1, 2,..,
m e

p) soient p courbes pleines des points R-isotropes singuliers {ou p courbes
absolues dans le cas ol R est infini imaginaire), il faut et il suffit que dans IJ
il v ait p lignes (et par suite p colonnes) remplies de zéro.

D aprés le lemme 4 (4.4.3.), dans ce cas, la base et tous les cénes R-igo-
tropes contiennent upe p-surface réglée o de decré n -1 — p et ayant des
(p — D) — plans générateurs.

Tout (n—p)—plan coupe ¢ enn41- ppoints, Done si n — p=2en
p = n— 2, alors tout 2 — plan coupe o en trois points et, par conséquent
tout 2 — plan sera un espace 7 4 deux dimensions. Par suite, toute droite sera
R-isotrope et tout I’espace sera un espace B (NE si R est infini imaginaire).
Sin—p=1loup=n—1,alors J coupera toute droite projective en deux
points (R—isotropes singuliers) et par suite la droite est R-isotrope. Done
I’espace est aussi un espace B (S est alors confondue avec la base).

4.4,6. Remarque. Cependant, p n'est pas le nombre maximum atteint par
1a dimension d’un sous-espace B plongé dans notre espace UNL, Ci-dessous
est un exemple ou cette dimension maximumest p + 1:

0 000 00,

0 000 01
De_pT=]0 00020
0 000 00

0 020 00

0—100 00

0 000 01}

0 00 0—30

2P =1, U—~UI_,=10 002% 00
0 620 00

0300 00

|1 000 00

La base est la quadrique: xPx = Ty 2 — 3wy, 2&:2 Ts=10

Parce que dans U il y a denx lignes (et deux colonnes) remplies de zéros, la
base et tous les cénes [-isotropes contiennent deux courbes rationneiles
normales & = It et & = [, 1. Cependant notre espace contient encore une

infinité de sous-espaces A ou B a {rois dimensions. En effet, iei la surface o
dont l'équation s’'éerit 2 = uli 4 vl 1 contient encore deux comiques non

dégénérces:
P . . —1:8:82.0.0-
1Ty gt wpiwy, =1:108:0:0:0
cxL oty sq — 0:0:0:1:1.142
Et‘*’o"”i'xz'xg'% = 0:0:0:1:1:1
obtenmes en faisant respectivement :

U;v=-—1 :Betu;v=13:—1,
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Ces deux coniques sont siluées respectivement d=ns les 2-plans
m=ay=as=0Cclary,=x1 =22 = 0.

Daprés le corollaire 4.3.8., ces 2-plans sont les 2-plans-sommets de deux
cones R-réguliers avant des 3-plans générateurs R-géguiiers.

Dans le cas général, si la p-surface J contient une (p—I)-quadrique non
dégénérée, alors le p-plan de cette quadrique est le p-plan sommet d’'un céne

R-régulicer et les (p + 1)-plans générateurs de ce coéme sont des sous-espaces
A ou B,

4,4.7. Remarque. Pour un cone, le fait d’étre R-régulier n'est pas lié avecla
dimension du plan-sommet mais estlié avec le nomb.e et la position des points
R-isotropes singuliers sur ce plan-sommet. On peuat donner des exemples
onl tout cone NI est oo.régulier et des exemples ol des cones NE ayant un
p-plan sommet (p > 1) ne sont pas oce-réguliers,

Premier exemple.

0 0 0 0 S=1U,2P =58+ 8T
10 0 0 1 _ T
U= 0 0 0 0 V=18 _
0—1 0 O 20(a) = SAS — UAV 4- (SAS — UAV)T
Ici, le lieu des points absolus se compose de deux droites d (T =z, = 0)

etd’ (z =z, = 0). Par chaque point a de }’espace, il passe an moins une

droite ab s’appuyant sur d et d’, Cette droite ab est I’aréte-sommet d’un cone
ca-régulier (dégénéré en un ensemble de deux plans). Ainsi tout come NE est
ce-régulier.

Deuziéme exemple. T.a mAme matrice () que dans I'exemple précédent.
S =10, 2P =8 + 8, 20(a) = SAS + STAST + UAU

Le lieu des points absolus est la droite d(x: = x5 = 0). Le cdne co-régulier
ayant d comme aréte-sommet dégénére en le faiscean de plans d'axe d. Toul
autre cone NE est un ensemble de deux pla: s dont 1’an d eux contient d; ce
plan est os-régulier mais 1’autie ne Pest pas.

Troisieme exemple. On reprend le deuxiéme exemple et ajoute VAV

(V = 1:5T) a I'expression de Q(a). Cet espace n’a pas de points absolus ef par
suite n’a pas de cones oco-réguliers. Mais tout cone NE a une aréte-sommet.

*
¥ %

Pour terminer, signalons que dans cet article nous avons laissé de coté la
question des espaces UNE ol I'absolu local et le céne NE en chaque point sont
permutables. Le premier exemple d’un tel espace UNE a été trouvé par Nguyén-
Cainh-Toan dans [3]. Dans [11], Nguyén-P#ng-Phit a obtenu les premiers pas de
généralisation,
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