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DO NGOG DIEP

0. INTRODUCTION

Nous voudrions expliquer les raisons pour lesquelles nous proposons ici
une « (*-champisation» des résultais de A. Connes et P. Baum [1]. d’une part,
et une «feuilletagisation» d’un résultat de J. Rosenberg [6], d’autre part, )

La deuxiéme raison est trés simple; il suffit de reprendre l’argumentation
de A. Connes et P, Baum expliquant le passage du théoréme de Novikov a la
conjecture de Novikov. Nous sommes dans la méme situation dans le contexte
de champs continus de C*-algebres, triviaux le long des feuilles. _

Miscenko et Solov’ev [5] ont bien expligué I'utilité et les aspects spécifiques
des formules de type de Hirzebruch. Dans la premiére partie [7], nous avons
cautionné I'usage du processus de ¢ C*-champisation » des opérateurs pseudodif-
férentiels sur les feuilletages. Donec I'étude du probléme de iinvariance homo-
topique des hautes signatures se présente de maniére tiés naturelle dans la
théorie de champs continus de C*-algébres sur des feuilietages. Il s’agit du role
essentiel des représentations de dimension infinie de C*-algébres, clairement
expliqué par Miscenko-Solov'ev-Fomenko [5]; voir aussi Rosenberg [6].

L’auteur est trés heureux d’avoir eu I'occasion de séjourner i I'IHES et
tient 4 remercier sincérement les Professeurs A, Connes et J. Rosenberg qui ont
bien voulu lui faire part de leurs travaux [1), [2], [6], et le Professeur P, Cartier
qui a toujours été prét 4 l'aider lors de son séjour 4 Bures-sur-Yvette.

1. cmacrm DE CHERN DANS LA K-~THEORIE DES C*-ALCEBRES

Tout d’abord, nous devons généraliser les notions de caractdres de Chern,
de genre de Todd, etc... dans notre théorie des champs continus de C*-algébres
sur les feuilletages. Nous suivons la méthode de I’exposé de M. Karoubi [4], et
Miscenko-Solov’ev [5].
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Soient (V, F) v ne variété compacte feuillelée par une distribution intégrabie
FZTV, A=( 4, }IEV’ I',) un champ conlinu de C*-algébres, rivial sur les

feu.lles, F un champ continu de A-modules hilbertiens, dont les «libres» Ex ’
z eV, sont des Am -modules projeclifs de types fini et dont les restrictions a

chaque feuille L du feuilletage (V, F) admetient une structure de fibré vectoriel
de classe C*. Nous fixons un recouvrement {U, } .. de la variété feuilletée V
~ . tel que les restrictions {U, N L}ief forment une trivialisationouverte de E|,, qui -
est supposé plat, voir Karoubi [4, §3]. Soient g;;les fonctions de transition
correspondantes. Alors pour chaque feunille Z, 9 est unme fonction

U, N U, NL->GL (A

|
L

L)’ ol AL& Ax, Yz ¢ L, lorsque le AL-fibré E 1

" est a fibres EmﬁAz, pour x € L. Ici on peut suivre la méthode de Karoubi

{4, §$1—4]. Mais nos C"-algébres A , en général, ne sont pas commutatives,

donc on peul par exemple ul1llse1 ia théorie de 1’homologie cyclique de A,
Connes au lien du §2 de Karoubi [4]. Nous preferons quant 4 nous suivre la
construction de Miscenko-Solovev |5, §1] pour obtenir un accouplement

E*(V) X K; (V') - K; (V A V") et noire caractére de Chern désiré:
en s K V) » 1 (Vi Q@ K, (), o

KWMeKr, ) K (VAT

leooa — e,
H(V, Q) & K (V)
qui peut étre précisé grace a la formule de Kiinneth:
Ch, . : K, OV) — RV ; ) ®K (4) & Hody . Q) ® K, (A).
Nous désignons par HA V; Q= H"™™"V; Q) ® K (4) @HOdﬂT V: O @ K (4) =

H (V; @)@ K (A) le produit tensoriel de la cohomologie ordinaire et de la
K-théorie algébrique comme groupe de coefficients. Alors pour cette théorie on
a anssi I'isomorphisme de Thom

Hy(V, O —— H; 0.

Les classes de Todd, de Hirzebruch,.. gni sont nécessaires pour.nous dans les
paragraphes suivants, sont les classes ordinaires.

Remarque: Ici nous avons les aspects _speclhques du caractére de Chern ch

qui est évalué aussi dans les groupes H°% (V, Q) ® K, (4), grace a la formule
de Kiinneth. :
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2. CLASSES DE PONTRJAGIN ET L4 CONJECTURE DE NOVIKOY
Nons considérons la cohomologie rationnelle H ; V; O: —H V; K; (pt)® Y=
H V;: Q) ® K; (pt) comme dans le paragraphe précédent (voir aussi

Mi s cenko-Solov'ev [5, § 1], J. Rosenberg [6, § 1]).
Soient f : (V°, F")

(V, F) une équivalence homotopique de feuilietages,

p; W e o4 (V, ) les classes rationnelles de Pontrjagin (voir P, Baum, A,
Connes (1, § 1).

THEOREME DE NOVIKOV POUR DES FEUILLETAGES: Soient V, V' des
variétés compactes, feuillelées par les disiribuiions intéqrables F TV et F' — TV*
respectivement, f : (V', F") (V, F) une équivalence homolopique de
feuilletages. Supposons que (V, F) ail des fenilles a courbure scalaire négative,
Alors f conserve les classes ralionnelles de Pontrjagin.

Preave: Voir P. Baum et A, Connes [1, §§ 3, 4]. (1

Maintenant, nous considérons comme dans le paragraphe precédent, Ie
champ continu de C*-algébres 4 — ({4,}, I, trivial le long des feuilles, les
groupes K; (V, F), la cohomologie H;(V; N=H"V, O)® K; (pt) et le carac-
tére de Chern

ch,: KA(V.F)——'-HA(V,Q)

A

CONJECTURE DE NOVIKOV POUR DES FEUILLETAGES :

Soient (V, F), (V', F') deux variétés compactes orientées feuilletées par les
spin°-distributions F et F°, resp., f : (V, F)—— (V’, F") un mor phisme de
feuilletages qui est une équivalence homotopique et qui conserve les orientations
de feuilletages, G = G (V, F) = G (V*, F) le groupoide d’holonomie. BG l'espace
classifiant de G, et h : V——BG, 1 : V- BG les applications classifianies

correspondanles. Alors dans le groupe H* (BG; Q) ® K;(Pf)) ona

Preuve: En pratiqhe, les classes L(TV) et L(TV’) prennet leurs valeurs dans les
groues H* (V’; (). Done. ici, il s’agit du théoréme classque (voir P. Baum-A.
Connes [1]. [J

Soient Fq le groupoide de Haefliger des germes d’homéomorphismes de

R7 vy . BG—/— Bl"q I'application classifiante de Haefliger, qui est natu.
il

relle au sens du diagramme commutatif
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v A BG’ » BI'q

i Id
.

Vv BG Brq

oug=n—1 n=dim V=dim V’, [ = dim F = dim F.
C* — CONJECTURE DE NOYIKOV (moditiée par P. Baum — A. Connes {1} pour des

C* — champs continus constants sur des feuilletages).

Supposons que f: (V, F) — (V°, F’) satisfasse toutes les hypothéses dans la
conjecture de Novikov pour des feuilletages. Alors pour chague élément

acHy (B I‘q, Qy:=H" (B'I‘q; Q) @ K, (pt), on a Iégalité
<hk*a || L(TV), [Vl > =< A JLTV), [V]>.
THEOREME : La C*—conjecture de Novikov est vraie lorsque (V, F) a des feuilies

¢ courbure scalaire négatives.

Nous voulons indiquer les points essentiels dans la démonsiralion des résultats
précédanis. 1ls représentent une « C*-champisation» des résultats classiques.

On doit considérer le diagramme commutatif

KOC: (V’, F’) f KOC: (V, F)
M i
r
KYF") s Ki(F)
](:hA [c:hA

v HYF), QO (Y — HIF. Q@K (pt) \F

i ™\

H*V’ Q@Ka(ph) H*(V, Q@K (pt)
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Dans ce diagramme [: Kj& (Fy—K, C,, (V, F) associe a chaque symbole o

’indice de Vopérateur déduit du A-symbole par l'intégrale oscillante :
i (6) = index D, , 5 & K3 (F).
L'application t:Kz(F)—-J' H*(V: Q@K A (pt)) est donnée par la formule
snivante
ey = (L V2 T (Ch, (9) v Todd (L ® ).
Le point essenticl dans la démomtration' est llinjectivité de 1&:

EKS,(F) — K, C (V. F) qui devient Vinjectivité de K_C, (V) » K €y (Vs B),

daprés l'isomorphisme de Thom et la définition du foncteur Kj (). Par hypo-

thése, F est une spin® _distribution. Alors on peut considérer l'opérateur de
Dirac le long des feuilles

pt:r= (St @ 4)— I~ (5T ® 4),
(D%) = D~. On a donc un élément
(D] = [D¥] & KE(C4 (V), €y (V. F)).
On doit donc constl"uire un élément [A] de KK (C% (Vs F) C, (V)) tel que
(D] ® [A] = 1CA(V) . ’
¢, (V. B)
— + g )
On prend A = T, H Ha:)}a:GV oil

4, g2 1 +
Hx.._.L (r" (x), S:C®Aﬂ',‘)

- 2 —1 -
H, := LY@ (@ S, ® A
popératear T opére par la méme formule que dans le cas scalaire de P. Baum—

A. Conimes [1, §4].

3. PROBLEME DE LA COURBURE SCALAIRE POSITIVE

Nous ‘considérons maintenant des champs continus de A-modules sur V,

plats au sens gwils sont les images inverses d’un tel champ sur BG, ol i:
V —» BG est 'application classifiante.
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THEOREME : Soieni (V, ) une variété compacte feuilletée par une Spin® .
distribution F, A =({4, 4 Ve T4) un thfnp conline de C*-algéi;res avec
anilé, E un chaomp continu de A-modules hilbertiens plat. Supposons que les
feuailles soient compactes et qu'elles aient des métriques Riemanniennes a courbure
scalaire non-néqative, strictement positive en un point au moins, faisant ensemble
une fonction coniinue sur la variéié V. Alors '

(LGN Ch, E, [M]> = 0 dans KA (p) ® Q..

Prenve: Il faut seulement introdunire dans la démonstration du Théoréme 1, 1.
de J. Rosenberg [6] les modifications suivantes,

On peut aussi supposer que la courbure kx est strictement positive sur la

feuille L _, pour tout x de V. On considére l'opérateur de Dirac comme dans

. + )
le paragraphe précédent: D™ = {Di:}zGV
+ L. . R +
D,:T"$"@E), —TI7E*0E),
(D+)*;D" et on a .
Th™{(Tedd(V) U Ch ADT) = LV) U Ch, E;

Le reste de la démonstration est exactement analogue a celle du Théoréme
1.1 de J. Rosenberg [6, § 1], O

Remarques : Pour terminer nous voulons indiquer quelques possibilités de
développements. ' .

1) On peut considérer aussi la modification des autres résultats dans
4. Rosenberg [6] dans le contexte des Champs continus de C*-algébres.

2) On peut considérer les complexes de De Rham-Sullivan de V a coefficients

dansle complexze -Q.i" (A) de A. Connes. Alors la construction des § §1—4de
Karoubi [4] nous donne le caractére de Chern Ch 4 & coefficients dans 1’homo-

logie cyclique de Connes. Drautre part, on peut obtenir aussi les classes de
Pontrjagin dans H? (V; Hz A))e Q= HPI(V ;) ® Hz (4), le produit tenso-
riel de la cohomologie rationmelle et de I’homologic e¢yclique de Gonnes.

Draprés lexistence du cup-produit dans Phomologie eyclique de Connes on
peut définir aussi les hautes signatures

<L,V) U Chy(E), [V]>

La conjecture de Novikov et le probléme de la courbure secalaire positive
se posent encore dans cette nouvelle situation. :
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