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SUR LA TOPOLOGIE DES POLYNOMES'COMPLEXES

HA HUY VUL ET LE DOUNG TRANG® i

0. INTRODUCTIQN.

Dans [14] F. Pham étudie le comportement asymptotique .d’une intégrale .
oscillante par une. méthode qui généralise la mélhode du col. Dans cctte étude
il est amené 4 faire des hypothéses de « bon comportement a l'infini» d'un
polynoéme complexe (hypothese HI de [14] (1.5)). De fagon naturelle on peut donc
se poser la question ‘de connaitre la topologie d'une fonction polynomiale
complexe et de savoir quand se produisent ces accidents « i |'infini».

Dans cet article nous donnons un critére eifectif pour savoir quel est le
plus grand ouvert de C sur lequel f: C?-» C, une fonction polynomiale de

' deux variables, est une fibration C* localement triviale : en fait ,hous montrons que
f est une fibration G triviale sur un voisinage U d’unpointz ¢ C si et senlement.
si z n'est pas une valeur critique de [ et'si la caractéristique d’Euler-Poincaré
de la fibre de¢ F an-dessus de z égale la caracterxsuque d’Euler - Pomcare d'une
fibre générale de f. ‘

Nous remercions F. Pham pour nous avoir intéressé a ce probléme.

Cet article a été congu & I'Institut de Mathématiques du Viét Nam a Hanoi
et & finalement €té écrit et dactylographxe grice & I'hospitalité du R, I. M. S. de
I"Université de Kyoto, .

1, THEOREME DX FIBRATION

Soit f: C’”i ~» ¢ une ionchon polynomiale complexe sur C"+1 Nous mon-
trons tout d*abord:

THEOREME 1. H eriste un ensemble fini A~ ¢tz que f induisc une fibration
c~ de gr+l _ 71 (4) sur ¢ — A.

* Adresse permﬁtenti’. UER de Math., Univ. de Paris VIH, 2 Place Jussiou, . 79221
Paris Cedex 05, France et Centre de Math. . Ecole Polytechnique, '31128 Pulaiseau CE‘(le‘i
France.
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Remarques 2

i) Ce théoréme est un avatar des résultats de R. Thom sur la siratification |
des applications polynomiales.(voir par exemple [20]);

~

ii) Dans [4] (Proposition I). Broughton donne une démonstration de ce
théoréme ; ' '

iii) Comme conséquence de ce théoréme, nous pouvons parler pour tonte
fonction polynomiale complexe du type différentiable de la fibre générale de f,
en particulier de son type d’homotopie ou de sa caraciéristigue d’Euler-Poin-
caré; si f est une fonction constante, la fibre générale est évidemment ().

iv) Ce théoréme est sensiblement différent du théoréme de Bertini qui nous
dit que I'ensemble B des valeurs critiques de f est fini, En effet dans [4] ( Intro-
duction. Remark (1) p. 168) S. Broughton remalque déja que X2 ¥ 4 X est un
polynéme de deux variables pour leqiiel B = (j et {0} = A. En tout cas le
théoréme de Berhnm nous dit déja‘que la fibre générale de f est non sin-
guliére.

Dans [4] S. quughton considére le plus petit ensemble A y tel que f soit
une fibration localement triviale au«ldessus de 0 — A ! Suivant sa terminologie
nous appellerons les points dans Af les valeurs aiypiqug_s de f. Nous verrons
plus loin qu’une valeur critique est une valeur atypique.

*

v) Dans I'énoncé du théoréme ci-dessus on donne Texistence d’hn ensemble
4, on en donnera une caractérisation « construc{we », mais dans le cas généra]
ol n > 2 nous n'avons pas de résultats permettant de bien caractériser I’en-

‘semble A / des valeurs atypiques.
‘ 1

“vi) On peut rapprocher ce théoréme de fibration « global» au théoréme
«locals 4 la Mllnor (cf [12] Theorem 4. 8 and Theorem 5. 11 or [7]).

Démonstration du théorsme 1.
Plongeons ¢?*+?dans p** 1. Soient Xyseer ,‘Xn, T les coordonndes homo-
génes: de pr+l Jpour lesquelles ’ouvert ot T == 0 est I'ouvert ¢2+7,

Notons f le polynéme homogénéisé de f par rapport a la variable T:

f(xo”"ixn)= E ca-..m :.;: aas

@yt ooty <d



oit d = deg f, alors:

~ . , . ‘ ¢ d Ea}
f (AG!"'SXHS T) =’ :) “ X oa--X T j 0
0+ +o, <d T v 0

On considére le systéme linéaire dans p*+1 défini par:
. N .
of - BT =0
ot (x: p)e pl -
Ceci définit une application:

~ d .
Pl — (f =71° =0y 2, p1

qui d (X ,..., X, T) fait correspondre (T4 : f (X540, X)) ot dont le graphe
Gr¢ < P! x plaune fermeture Grg— Z ¢ pa+! x P! qui est une sous-vari-

ét¢ algébrique projective compleze de P™+? X P La projection sur P! donne:

z—% _pt T '

et la projection sur p*+? donne r: Z — pr+l qu: est leclatement dans pr+t

de I'idéal homogeéne engendré par T et T,
On peut e décrire» Z d lme autre facon. Soit €7+ ¢ pa+l | plongement

de ¢! dans P?+! qui A un point (@os.vn, x,) de €7+ fait correspond1e le
point de coordonnées- homogenes (Tyienns Z,: . 1).-0n remarque alors que Z

est aussi la fermeture dans P"+! X p? de I’ensemble des points:’

G o= (gt eey @y 1 ) (11 F (2g0enma,, B @y 5eenn z,) €13
Comme on a f(a: seees Ty 1) -——f(:c srees ), lensemhle G est l'image

dans p+! % P1 du graphe de f dans C»+! X C en plongeant cn+l dans
P+ comme ci-dessus, et ¢ dans PI en 1dent1f1ant A et (1: 2). Noire con-
struction est donc identique a celle de §. Broughton dans [4] (Proof of Proposi-
tion 1).

Soit =(ZB% . une stratification de Whitney an&lytiqge complexe de Z (el [22]

v .
ou[9] Def. (1.2. 6)). Comme Z N (C“'H X C)= G est un ouvert dense dans Z
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. de polnts non .s1nguhers, on peut supposer que G est Pune des sirates. Comme Z
est pro;ecﬁlf, e lemme de Chow montre que, pour tout g € B, ZB est projectif
' pargéonsequent B est un ensemble fini,

.—So'it-:____CB '-Ie lien critique de la restriction gé,zﬁ de a 4 la strate ZB: larestric-

_ in-_'dé ?5' F CB est constante. Comme B est fini, I'ensemble

to= | Cplges .
- trieti ~ 0 S, , '
est fini. Les restrictions de ¢ aux strates (23)3 B, induites par (ZB Jg p sur
P —z-F
: - (49)- sont dome de rang maximum: guitte & considérer
A, D A, un ensemble finiconvenable, on peut supposer que les restrictions

de o auxstrates de Z — ¢ (A’O ) sont de rang maximum et surjectives, i, e.
submersives. : - —

Nous pouvons donc.appliquer le premier théoréme d’isotopie de Thom-

: _ : ool
Mather (c¢f [20] et [10]) an morphisme analytique e z — ¢ (4%) sur

1 v s : o~ st . . . .
P° — 4, induit par ¢ : en particulier ce morphisme one fibration topologique

localement triviale. En ia1t la démonstrationde Matl: er montre que, sur chacune

k)

des strates Zﬁ e (Z — ¢ (A’ D ((¢ ¢) on peut construire un champ de vec-

teurs € qui donne un ¢ champ de vecteurs » de Z — gé (A’O) tdans le fibré

* 1angent de pa+l x X-PT) qui est intégrable et donc l'iniégration réalise la fibra-

.

. ) ) i . A ~—T1
f.1on topologique. En particulier, G €lant une strate, ¢ — ¢ (A’O)est un fibre

topologique localement trivial sur p? - A’y . Comme la projection de G sur

~

ny . T o | +1 =
C donne un isomorphisme de G — o) (A’O)' sur Cn - ¢ (A’O),
. . L _ - 1
en choisissant 4 = A, = {m}, 6i {e} =P - €, on obiient ane dé-

monstr,ati'on du théoréme 1‘. : | ‘

Dans (4], S. Brouohton invoque un théoréme de Verdier dans [21], mais
I'idée de la demonstratmn est la méme. .
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‘Remarque 3. La compaclification des fibres de f dans P_”*‘rf donne les wvariétés
algébriqucs projectives V, d'équations: |

o

d
ﬁ f —AMT.=0 (yeC)
Un point de V, est smguher si et seulement s’il satisfait le systéme
d'éguations :

’

~ ~ . -1
af/axom...r_" af/aX :af/ar-—d;.T =0
n

Par coﬁséquent, pour tout A » C, un point ¢4 l'infini» de Vl , ol
}'l = T = 0, est singulier si et seulement s’il est singulier sur VO, i, e, sur Ia

variété d’équationf =0, .

2. CAS DES POLYNOMES A DEUX VAR'IABLES.

On suppose maintenant que r = 1, i, e, la fonction poiynbme f:c? ., ¢
est donnee par le polynéme
fay) = T3 ey x“yﬁ.
. et+Bd

D’aprés la remarque 2. iii) du §1, le théorémeii nous permet de parler de la

. fibre générale Ff de f et de sa caractéristique d’Euler-Poincaré Xf « Dans le

prochain paragraphe nous monirerons le théoréme suivant:

THEOREME PRINCIPAL. L'application f: 2 — € est une fibration €™ iriviale
au-dessus d’un voisinage d’un point z & C si el seulemen! si z mest pas une valeur

crifique de f et la caractéristique d’ Euier-Pomcare def 1 (z) égale celle de la
fzb.re générale F def

Remarque 4. Siz , est une valeur critique de f, la fibre f—1 (2) de f au-dessus de z
a un point. critique (x,, y,) et sif est ume fibration C* triviale sur un voi-
sinage de z, la restriction de f 4 une boule B centrée en (x g+ Yp ) et de rayon
assez petit ddime une fibration triviale B N f1 (Dy—- D sﬁr un disque assez
petit ceniré en z, & cause du théoréme des fonctions implicites. Mais ceci
implique que la fibre de Milnor de f en (%, y4) (cf [12] ou [6] § 2) est
contractile, Or une conséquence d'un théoréme d’A° Campo ([2] Théoréme
3) montre que (x;, yo) ne peut pas étre un point crilique, ce qui est con-

tradictoire.
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COROLLAIPEE 5. Soit A"f le sous-ensemble de C des valeurs critiques de f ef des

points ou la caractéristigue d"Euler-poj ncare de la fibre de f différe de Xf « Tout

sous-ensemble A pour lequel f soit upe f tbration C™ localement tripiale at-dessus
' de C — A contienl I’ ensemble Af* :

~Remarque 6. L'ensemble A, est I'ensemble "des valeurs atypigues de f (cf
‘Remarque 1. iv) du §1). D’aprés la remarque 4, Pensemble des valeurs atypiques
de f-contient I'ensemble des valeurg critiques de f: en fait la démonstration
donnée dans la remarque 4 marche ¢p toute dimension.

Avant de donner la démonstratioy, gy théoréme principal dans le §3, nous

allons donner un calcul de la Caractéristique d’Euler-Poincaré d'une courbe
affine plane.

Rappelons:

LEMMA 7. S{ C ¢ P? estune courbe projective plane de degré d qui est non singu-
liére, la caractiristique d*Euler-Poincgrs g, ¢ égale? — (d— 1) d - 2),

. Jective qui coupe transversalement ¢ en d
-points. On suppose que L est définie Par T = 0 el que l'équation affine de
€y = C — Lest g=0 dans P?—1p.

. . e singulariié ordinaire : par conséqﬁen‘t
la caractéristique X(C,) dEuler- Poincarg de C, égale X (Cp)=1—(d—-12,
La suite exacte de Mayer —

. Vietoris appliquée au recouvrement de C par
G, et des voisinages des d points

de C I, homéomorphes i des disques donne :
XO=1—-({d ~-D 4q—_g +3d =2 — (d — 1) (d — 2)'._
On suppose maintenant que Jg con

i rthe projective C a k points singuliers
3’/'1 3. o0y xk s On‘i}}ote OC, xl (_l F—1 i’.

> k) les anneanx analytiques locaux de C en
les z; ({= L. k). Si L est une drojte quicoupeC transversalement end points

. et, si g = 0 est une équatic_m affine ge €, =C—Ldans p — L,on as

— 12 .
Oc,xi = U¢ >, AP P=1.., k

ot O¢ ?, . €8t 1'anneau local Analytique des germes de fonctions 2nalytiques
4

i

coniplexesde ¢ ? = P? - Len z,

2



Rappelons qu'a z; on 'attache le nombre de Milnor M (C, x;) de C en
“x (ef [6] § 3), 1. e,

ﬂC,a: = dim O -
) = Cﬂ,x/(ag/a& ag/a)

Soit @C,-xl la normalisatio§ de OC.:::,- (cf [17} Chap. 1V).Onnote 8 (C, ) la’
longueur de ac’“’i /O, - :
d(Cx;)= dim O_C’Ii J Oc,ml
(cf [17] Chap IV § 4). On a la relation:
26(6&) B (C:t:)—[—r(Cx )—-1

ou r (C, x, ) est le nombre de branches analytiques de C en x; (cf [12]théoréme

10.5 or [101 Théoréme 1).

On a alors:

LEMMA 8, Soif C = P? une courbe pro Jeclive complexe plane de degré d ayant en
a:1 seens &, des singularités de nombres de Milnor reSpectzstl(C,:ri ) 1.1 (C. T, )

La caracléristique d'Euler-Poincaré de C égale:
X (D) = 2%—(d--1){d—2)+211(6,xi)
- ~ i=1

Preuve. En utilisant la formule de genre: |

g(C)= =12 26(c,:r)
2 i=1
(cf [17] Chap IV § 7 (19)) et la relation entre & (C, z,) et 1 (C, z, ) donnée
ci-dessus, on peut obtenir une preauve de ce lemme. Nous donnons ici une

preuve de ce lemme qui utilise une interprétation topologique du nombre de
Milnor (cf [12] theorem (7.2) and Problem 3 of Appendm B résolu dans {13] par

exemple).
Soit L une droite projective, comme ci-dessus, qui coupe C transversalement,
Soit g /z, y) = 0, une équation affine de €, = € — L dans ¢* = P2— L.
Soient Bl snes B, des boules 'de rayc'ansr assez petits cenirées en Ly genss Xy s
Soit 2 & C un nombre complexe assez petit, Alors le théoréme de Bertini

(ct[12] Corollary (28) par exemple) implique que I’ensemble des points o1
g(z, §) — A == 0 est une courbe C, non singuliére qui coupe transversalement

le bord des boules B, (i = z,...;_k). Par ailleurs le type d’homotopié’#de B, n Cy
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est celui d’un houquet de y (€, x,) cercles d’aprés (12) (Théoréme 5. 11 et
Théoréme 6.5). Donc la calactensuque d’Eu101-Polncare de B, n €, égale
I — R (e x, )

Dams la preuve du lemme précédent on a vu:
X(Cy, ) =1~ (d —1)?

ko
En utilisantun recouvrement de, C par les C.' N B (i =1L k) et C v Bz‘
1=1
et la suite exacte de Mayer-Vietris on obtient:

Koy ) =1—(d — 1) — z((l—u(c,m »—1

i=l

car G, N B, (i = 1,..., k) est contractile (cf [12] Théoréme 2.10).
D’ ou: ‘ i _
. N k
1O=%CN+d=1—(@d-1° +d+ I W z;)
' i=1

ce qui démontre le théoréme,

1

3. DEMONSTRATION DU THEOREME PRINCIPAL.

L’argument essentiel de la démonstration du théoréme peincipal utilise un
théoréme sur l’eqummgulante de [5] (voir aussi [8] §3).

D’aprés ce que nous’avons déji remarqué (Remarques 4 et 6 du §2) parmi
les valeurs atypiques on compte déja les valeurs critigues de f. Soit donc z ¢ C.
On peut supposer que z n ’est pas une valeur critique.

Daprés le théoréme I, si A est une valeur sssez générale, alors %

f
= % (F~ 1 (A)) et les calculs de §2 donnent.

k
e =2—=(d-1){d—2) + T M €+ X,)— k
i=1
ouX,, ... .qu sont les points «a I'infini» de Cy , i.e. si C, est délini par

f — AT9 =0, ce sont les points de f = T = 0; remafquons que si X‘l est non
singulier M (€3 , X,) =0,
On va montrérs'
o .
LEMMA 9. S{ z r’est pas une valeur critique, f est une fibration C Iriviale _

sur un voisinage de z si et seulement si % (f‘? () = 7“;' o
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Compte tenu de la remarque 4 du §2, ce lemme entraine évielemment le
théoréme principal.
Preu{ﬁ: do lemme.

La conditiori est évidemment nécessaire puisque tot ouvert contenant z
contient des points A assez généraux tels que X{f~ Ty = Ky et, si f est une
fibration triviale sur un voisinage de z, la caractéristique d’Euler-Peincaré des

»
fibres de f surides points de ce voisinage est constante.
.

4

Supposons donc % ()"'i (2)) =%, . Par conséquent sur un disque U centré

enzyonaX(f~ 1(2L)) = pour tout A & U.

On va créaliser» la flbratlon en 1ntegrant un champ de vecteurs ca la
maniére » d’Ehresmann.
| On considérer dans P2 des boules Bi se e vy B}r assez petites centrées
en Xy 5...,X, . Onmnote dB, (=1,..., k) Ie bord de ces boules. Par

ailleurs soit B une houle de C?, centrée en un point M queleonque. assez
grande pour que B[] f -1 (z) ait le type d’homotopie de f -1 () : comme
dans [12] (Cerollary (2.8)), on remargue 'que a fonction carré de la distance a
M ‘restreinte a 'f"i(z) est algébrigue réelle et n’a qu’un nombre fini -de
valeurs critiques (théoréme de Bertini); par conséquent si le rayon de B est
agsez grand, o8 est tra‘ns:ve'rse a f‘l (z et par un, argument class'ique
(cf[11] §3.1) on a que B® A f~1(2) est difféomorphe & I (z).

Soit U, un voisinage de z contenu dans U tel que, pour tout A U, f"i(?\)
est transverse a oaB et aux spheres aB f=1,..., k). Ceci est possible

puisque f 1 (2) est transverse adBetdB; (l=1,..., k).

On construit dans f~ 1 @, )a 'extérieur de BO ie champ de vecteurs cherché

de telte sorte qu'il soit tangent a4 9B, aux sphéres 3B, (I = 1,..., k) et reléve le
ehamp de vecteurs unité sur U ¢ €. Pour cela on feit des comstructions
locales de tehv.»champs de vecteurs et on les recolle par une partition de I'unité.

&

 Hreste-a construire-te champ de vecteurs dans f 1w, n(u B, — 1) {ott L est
=]

la droite ca 1 mfmx » P2 C?) Unefois cette constructlon faite, a nouveau on
recollera ce champ de vecteurs a célui que P'on vient de construire dans le

complement des B ‘dans f"f (U )} par une auntre partition de l'unité. Il restera
4 montrer l’mtgraiblhte du champ de vecteurs.
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: k
Pour faire la construction du champ de vecteurs dans f~Lu g} N (v B; —=L)

nous utilisons 1'application analytique c];; Z-pl du § 1 dans le c_a;. d’un poly-
nome de deux variables,

'

] . ' '
Rappelons que Z est la fermeture dans P2 x P7 du graphe 6 ¢ €2 x C ¢
c PPy P! de [ et que @ est induit par la projection sur pl-

On remarque alors que, pour tout A DITO <C ¢ Pla fibre,a_i(}.) con-
- tient le point (x, }) ({= 1...., k). - :

Comme B, est assez petit, (B, x UO)EWI(Z) est contractile (cf [12] Théoréme

(2.10), Par ailleurs la caractéristique d’ Euler-Poincaré de @ _'1(7\) édale 2 (— d—1)

-

k ~ .
(d-2)+2: ;.L ((D_I(?\.),(:Bl. , A}), pour 'tout.?x € U()‘ La semi-continuite du nombre

i=

de Milnor montre alors que, si 7 g €St un.ouvert assez petit centepant z, Ia

famille analytique des courbes ¢~ (A) est & nombre de Milnor consiantle long

de {xi X UG (i=1,.., k). Dans{Sj (ou [8] § 3) nous monirons que ceci iinpiique
que la multiplicité de ces courbes &;Ti (M) est constante le long de {a:l} % Uo

(i=1...., k). Le nombre discriminant de 1 (l)_en (z;, &) égale la somme du
nombre de Milnor et de la multiplicité moins un (cf [18] Chap II 1.2). Le critére
discriminan!t de Q,Zariski (cf [23] Théorém 8.1) montre alors gue la famille des

courbes @ (%) satisfait la condition de Whitney le long de {x;} x U, (voir

aussi[19] p. 599). On peut donc consirnire dans Bi X Uo un champ de vecteurs
intégrable qui trivialise Z A (B; x Ug): qui laisse invaliant {a:l} X U, et qui
reléve le champ de vecleurs unité. de Uo . Le champ de vecteurs de
Zn (B_i X Ug) — =, } x U, se projette dans €2 -en un champ de vecteurs
intégrable qu'on recolle 4 I'aid d'une partition de l'unité avec le champ de
vecteurs déja constrnit a- I'extérieur des B?.

Ceci achéve la démonstration du lemme 9 donc du théoréme ptincipal,

4. COMMENTAIRES. .
Une conséquence intéressante du théoréme principal est la suivante :

THEQREME 10, Une fonction polynomiale £ : C? = Cestune fibrationtriviale
st el seulement si f n’a pas de valeurs critiques et si les caractéristiques d’Euler-
Poincaré des fibres de 1 sont constantes; - ' ’
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Enfaitsif estune fibration triviale, on a évidemment % =1.La 1'ib1'e générale
est donc une courbs rationnelle avec une place a I'infini, Un theoreme d'Abhy-
ankar ef Moh {¢f [1] Embedding théoréme (1.6)) montre alors que /Li = 1 suifit

pour montrel gue f est une fibration. Une autre démonstration du théoréme
d’Abhyankar et Moh a été obtenue par L.Rudelph et ulilise des techniques
topologiques 4 rapprocher de celles que nous utilisons ici de facon im’plicite via
“le théoréme- d’équisingularité de [5].

oy guraif peut-&tre une relation enfre notre théoréme principal et la
' conjecture du Jacobien (cf [3]).

" Dans le cas d’une fonction polynéme f : ctt!l . caveen > 2. nous nous
demandons s’il existe un critére combinatoire simple pour trouver les valeurs
atypiques de f comme dans I’énoncé du théoréme principal.

( Received Eebruary, 20, 1984%)
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P.S. Aprés la rédaction de cet article nous apprenons que M. Suzuki dans J.
Math. Soc. Japan 26 (1974), 241257, a donné sans démonstrations notre résultat
principal dans-le cas ou Ia fibre générale de f est algébriquement irréductible,
De plus, en utilisant un résultat de I Wakabayashi (non publié en 1974, mais
dont on trouvera une démonstration dans Mem. Fac. Kyushu Un., Series A.
Math. Vol. XXXVI, 85— 105 (Proposition A2 de I’Appendix)), M. Furushima
montre que le résultat d’Abhyankar et Moh [1] est déjz obtenu par M, Suzuki
dans loc. ‘cit. Remarquons enlin, comme M. buzukl, gue, pour tout z, pour

lequel 1(z) est réduit, w0 2)) > % (cf Théoréme 1 de loc, cit.). .




