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INTRODUCTION

Nous comencons par le probléme suivant de l'analyse harmonique classi-
que. Soit L (R) I'espace des fonctions absolument intégr‘ables sur les ‘corps
de nombres réels R.Il s'agit bien sir d’'un espace de Banach.

Les opérations :-

— convolution: (f+g) (¥) = { / (y) g (v — y) dy
S R

— et involution: f |— F*
f (1") f (—x) -

transforment it (R) en une algébre de Banach involutive. Malgré |’ ut:hte de la
convoluiion, cette operatmn éclipse la clarté de la structure de I’ algehre i (R)

et puis le probleme de la description des idéaux mammaux de LI (R) n’est pas
trivial,

C'est bien la transformation de Fourler qui nous donne un outil efficace
pour résoudre le probléme: transformant la convolution en produit ponctuel,
les fonctions absolument mteurables feLl (R) en fonctions continues nulles ’
a lmﬁnl f ¢ (R)

F@© = Jexp (1X§) () d, -
R '
35



la fransfermation de Fourier établit un isomurphisme enlre les algébres do
‘Banach €7 (LY (R)) et ¢, (R); et puis Tespace des idéaux maximauz de

L (R) est juslement 1'espace des valeurs de la variable E.

Un des problémes typiques de ’ahalyse harmonique sur les groupes loca-
lement compacts G consiste a étudier la structure de l'algébre de Banach
involutive LT (G) des fonclisns absolument intégrables relativement a la
mesure de Haar fixée, ou, ¢'est «la méme chose », étudier la structure de la.
C*-algébre C* (G) du groupe G, voir par exemple J. Dixmier [1]. L'impor-
tance essentielle du probléme peut étre expliquée par beaucoup de choses:
Tout d'abord, la plus grande partie des théorémes généraux de la théorie des
représentations unitaires du groupe G est démontrée par les théorémes corres-
pondants de celle de 1'algébre €* (7). JDeuxiénement, les C*-algébres C* (G)
sont les exemples typiques de la théorie générale des C*-algébres, par lesquels
aujourd’hui les physiciens font les modéles des phénoménes de phjsique guan-
tique et la mécanique statistique (voir. G. Emch |1]). Donc, Ia description
 totale de la structure des C*-algébres est ur probléme de la géométrie algébrique
non commutative, et méme des applicalions a la physique, ou a.la théorie des
probabilités, efc...’ : '

Depuis longtemps, on a étudié le probléme de la description de la struc-
ture des (*-algébres. On connait une méthode efficace pour le faire, consistant
a résoudre deux sous-problémes:

1. Chercher toutes les fonctions. de type exp (i & z) = U§ (x).

2. Etudier I’image totale de L! () dans la transformation de Fourier
(non commutative) abstraite f(g) = § UE (x) fiz) do
{: :

Cependant, pour les exemples non triviaux, les résultats obtenus sont
tantot trés discrets, tantdt trés manvais, Par exenple, depuis 1962 jusqu’a ces
derniers temps, les groupes localement compacts, non compacts, dont les C*-alge-
bres peuvent étre décrites sont SL (2, C), par J. M. G. Fell [3], Af! R par.
D. N. Ziép [1}, groupe de Heisenberg par G. G. Kasparov [3], et les séries
des exemples de ces types, voir par exemple J. Rosenberg [1, 2] et aussi
Appendice B. . '

Dans ce travail, nous exposerons quelques résultats concernanit les deux
problémes indiqués. plus haut. En étudiant le premier prbhléme,\ nous propo-
sons une construction générale des représentations holomorphiquement induites
partiellement invariantes (HIPI). Cette construction est une généralisation
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natureile de la construction des représeniations holomorphiquement induites

de R. Blattner [1] Indg = » quand on peut agrandir en méme lemps le sbus-

groupe D et sa représealation o. Clest ce que nous allons faire dans lo
chapitre I,

Dans le chapitre II nous, considérons le probléme de la quaniifica-
tion des systémes classiques avec action plale de notre groupe G, Nous aurons
ainsi une construction ¢ physique » des représentations HiPJL.

Alors nous pouvons faire ensemble les deux constructions pour obtenir
une méthode des K-orbites généralisée. Au paragraphe III. 3., nous montrerons

des exemples non-triviaux de notre méthode des K-orbites généralisées.

Dans le chapitre IV, nous montrerons que ‘toutes les représeniations
irréductibles de dimensions fonctionnelles finies dues 2 A. Kirillov des
groupes de difféomorphismes peuvent éire obtenues par noire méihode. Cepen-
dant elles ne sont pas obtenues par la méthode des K-orbites habituelle de
AXKirillov — B.Kostant, comme cela a 6té remarqué par A. Kirillov [3].

Pour résoudre le deuxiéme probléme, l'auteur a commencé a étudier la
sitnation générale d’une C"-élgébre postliminaire. L’auteur a suggéré de cons-
truire une theorre des indices des C*-algébres postliminaires, en appliquant
“la K-théorie homologlque Nous exposerons ces résultats dans ’Appendice A
(= chapitre V). -

Dans notre théorie des indices des (*-algébres postliminaires, les idéaur
de type compact jouent un role fondamental. Dans le chapitre V, nous les
décrirons -en termes de la topologie du dual/zi de A, Dans le chapitre VI,
nous démontrerons quelques- critéres efficaces de compacité pour les C*-alge-
bres des groupes localement compacts et les représentations irréductibles
induites par des représentations liminaires des sous-groupes invariants, La
situation est justement appliquée aux groupes de Lie résolubles ‘cronnexes et
simplement connexes, voir §VI. 2.

Entfin, dans le chapitre VII, nous exposcrons l’ensemble des exemples
connus. Dans ces cas, notre indice est réduit a l'indice. topoplogiqug
Index C* (6) de la C*-algébre du groupe. Le paragraphe VIL 1. s& présente
comme I'Appendice B, ol nous exposerons les résultats communs de 'anteur
et de V. M. Son et H, H. Viet.

Chaque chapitre sera commencé par une petite introdnclion propre.
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Les références aux aulres paragraphes seront notées par trois nombres:
chapitre, paragraphe et subdivision; par exemple §.IIL 2.1. signifie Chapitre
III, paragraphe 2, subdivision 1; Théoréme II. 4.5 signific e Théoréme du
§ 1L 4.5, ele,..

Schéma de I’inlerdépendance des chapiires
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L*auteur- tient 2 exprimer sa reconnaissancc 4 Monsieur le Professeur
Pierre Cartier (Kcole polytechnique de Paris), dont les nombreuses idées et
conseils lui ont permis d’améliorer ce travail.

»

I. REPRESENTATIONS HOLOMORPHIQUEMENT INDUITES PARTIELLEMENT INVARIANTES
q ’ - b ! .
Soient-G un groupe localement compact, X == D\G un espace homogéne
(2 droite) de G. En remarquant que I’espace des sections d’un fibré & associé

4 une représentation ¢ d’un sous-groupe fermé H contenant D peut étre inclus
dans ’espace des sections du fibré éc]p associé 4 .la restriction o|p de o au
sous-groupe fermé [) par un systéme d’équations, nous pouvons refaire la
construction des représentations induites au sens de G.W. Mackey [1], ou plus
généralement des représentations holomorphiquement induites an sens de
R. Blattner [1]. Dans ce chapitre, nous exposons ce formalisme pour obtenir
une constraction assez générale de représentations unitaires, qui sont nécessai~

res dans les chapitres II, IIL." -

Nous introduirons dans §I. 1 ume notion nouvelle de polarisation. Les
D-polarisations au sens de L, Auslander et B. Kostant [1, §I. 1] sont des exten-
sions H du sous-groupe D, H 7 D, pour lesquelles une représentation irréduc-

. : oo - —~
tible fixée o de D reste encore une représentation irréductible de H. Nos (D, o)-

polarisations sont en méme temps des couples d'extensions H du sous-groupe
D et des extensions irréductibles ¢ de la représentation ‘s, s|p== . Nous

remarquons ainsi que lirréductibilité de o est inessentiellc pourvan que les o

s
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soient irréduclibles, Done on peut induire par les représentations réductibles,
en particulier par les reprézenlations factorielles pour obtenir les représenta-
tiong irréductibles. '

.Dans les paragraphes suivanis, nous [aisons des choses analogues aux

classiques : unifarisalion (§1. 2), et L? -cohomologies (§L. 3).

Les résultats ont été énoncés dans DN, Ziép [5], [8], [10].

E 1. POLARISATIONS D’UN ESPACE HOMOGENE ET REPRESENTATION IIOLOMOR"—
PHIQUEMENT INDUITES PARTIELLEMENT INVARJANTES.

.Soient G un groupe de Lie connexe, § son algébre de Lie, G le complexifié

de §. Pour un élément Z = X¥+4iY de §, nous désignerons son élément
conjugué par Z= X —iV. Si 4 est un sous-ensemble de G DOUs poserons
A= '{7; Z & A}. Solent D un sous-groupe fermé (non nécessairement connexe)
de G, d’algébre de Lie 8, X = D\ G 1’espace homogéne & droite, G une représen-

tation unitaire fixée de I} dans un espace hilbertien V.

1.1.1 DEFINITION. Nous disons que (%, H, p; o) est une (D, o)-polarisation, si

(a) P est une sous-algébre de Lie complexe de G, contenant .

(b) La sous-algébre de Lie P est invarianie par tous les 0pérateuf's Ad gcx,
z el _ ‘ _

(c)H est un sous-groupe fermé de G, d'algébre de Lie H=9P NG, '
contenant D.. ) '

“(d) Il existe un sous-groupe fermé At de G, contenant H, d'algebre de Lie
M=(P+P)ué. |

(e} o est une représentation unitaire irréductible de H dans un espace hilbertien
V telle que ol soit un multiple de .

(f) p est une représentation d’algébre de. Lie complexe @ dans le méme V,
qui salisfait a toutes les condilions de-E. Nelson (veir, par exemple, A. Kirillov
[1, §6. 5]), telle que la resiriction de p 4 76 soit équivalente d la différentielle ds
de la représentation s.

I. L. 2. Remarque. 3 (?, H, p, 6) est unc (D, o )-polarisaiion, alors @ A?:@)’(!C_
P4+ T =M
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En effet, d’aprés la définition I. 1. 1, nous avons
Hog=FH+T=PNGHIPNGCPAD,
M= MAIM=P+P)NGHIP+PINGT P4,
Inversement, supposons que Z=X4{¥Y. SiZ ¢P N 7P alors ZeP N,

Donc, on a X = %;(Z+"Z_)e')n‘7ngc%,
Y:%(Z—f)sC?n"@ngC%’,

et nous avons Z& %, =P N @. D'aprés un raisonnement analogue, nous

avons aussi _f =9 4P

1.1.3. DEFINITION. Nous disons qu'une variété de classe C* est une variéié mixte
de type (k, I, m), si elle est un fibré de classe C= dont la base est une variéié
mizle de type (k, 1) au sens de R. Blattner [1] el.les fibres sont des variétés réelles
de classe €™ de dimension m. : .

I.1.4, PROPOSITION. Soit (P, H, p, o) une (D, AGJ)_-pol_arisaiion de l’espace homo-
géne X = DN\G. Alors sur X il exisie une structure de variété mixte de type
(k, I, m), oz - '
k=dimG —dimM
= ~;—(dim M — dim H)

m=dim H — dim D

Démonstration. On note par X (resp., par Y, Z) I'espace homogéne X = D\ G
(resp., ¥ =G\ H, Z = D\ H). On a les fibrés locale’menl iriviaux '

DG D H H- G
P ' ir
X z . Y

el par suite X ‘apparait comme un espace quotient de ¥,
Donc nous pouvons pour c¢haque point y de ¥ trouver un voisinage U/ = U(y).
tel que r _7(0') 2 f1 X U; et puis pour chaque point Z de Z= D\H un veisinage
V= V(z).tel que qu Vym Dx V. D(;nc, p’our chaque élément ¥ = (z, yy
de X on peut choisir-un voisinage W = U X V pour lequel p= (W) as D % W,
D'épxéé la premiére assertion de théoréme 1 du §13.4 de A Kirillov 1), v
© esl'une variété mixte de type (k, I) au sens de Blattner, on k=dim ¢ —dim M,
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= —;—(dim M — dim f). En particulier nous associons a I une 'leﬂg structure.

Par conséquent, X est une variété mixte de type (%, 1, m) au sens de la Défini-
tion 1.1.3, '

-

L1.5. Soient 4. un fibré localement trivial en espaces hllberhens sur X, ¢
une connexion conservani la structure hilbertienne sur les fibres, c'est-a-dire si ¥
est une courbe joignant les points z etz de X, le transport paralléle le long du
¢hemin y est un isomorphisme de Ia fibre ©,, sur Ia tibre ¢ ,7+ qui conserve Je

produit scalaire. Dans ce cas, nous pouvons, comme toujours, délinir la dérivée
covariante Vg, pour chaque champ de vecteurs & Vect (X), dans Dl’espace des
sections lisses de ¢. :

1.1.6. DEFINITION. Soient Z —» X une variété mixte de type (k, [ m), (&, v)
d
)y -

.

un fibré €n espaces hilbertiens 4 connexion v conservant la structure hilber-

tienne sur les fibres. Nous disons qu’une section lisse s du tibré & est parliel-

lement holomor phe-partiellement invariante (p.h. p.i), si'elle a une dérivée covari-
ante nulle suivant les champs de vecteurs tangents aux fibres et. les champs de
vecteurs antiholomorphes de la stracture mixte.

_ L1.7. THEOREME. Soit (¥, H, p, ) une (D, c)-polar:sahon fizée de Iespace
D = XX\G. Alors sur le G-fibré 6’610 =G XV associé & la representalzon oD, il
D .

exisle une connexion 7 (et donc, une structure de G-fibré partiellement holomor-
phe pariiellemen! invariant c o) telle que la représentation nalurelle, dile
représentation holomorphrquement induite partiellement invariante «(représentalion
HIPI) ef notée par Ind (G; @, H,p, o), du groupe G dans Uespace des sections
p.h.p.i. soit équivalente @ la représentalion par les translaiions ¢ droite de méme
groupe dans Pespace G (G ?, 4, e, o) des fonctions de classe C°° sur G a valeurs
dans v quz satisfont au SJS‘f(',me d'équations suwant

f(hx)_. a(b)f(x), pour chaque hde H ef x de G, L.t + oX)f =0, pour chaque
X dep, on L est la dérivéede Lie i gauche par le champ de vecleurs EX sur G
corresponrlant a ‘{

1.1. 3. Démonstration. Nous devons seulement ccmsnuuc une connexion affine
- sur le fibré éGlD telle que I'espace des sections p.h. -P- i. de C”GJD soit isomorphe
4 1 espace ((G; P, H Py ).

>
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11 est clair que les sections du Tibvé éG’D peuvent étre identifides aux fonc-
tions sur G & valeurs dans V satisfaisant au systéme d'équations
f(hr) = o(l)f(x), heD, veG '

Alors on a bien C=(G; P, H, p, o) (5 I'(4

G|D ) comme un sous-espace vectoriel,

LEMME 1. Le sous-espace C“(G ?, H, p, o) est invariant sous ['action de G par
les translations a droife.

En cffct, la fonction f appartient & C=(G; P, H, p, ¢) si, et seulement si,
elle satisfait au systéme d’équations.
f(hx)=o(h)f(x), heH, xeG
,LXf-I—p(X)f=0,rXe? )

olt Ly est la dérivée de Lie 4 gauche correspondant a4 X °

def d .
L, f(t) = Of(exp(—-t,\')x), pour X € G et par linéarité pour

Xe gC.

Remarque. Si H est,connexe, la premiére équation peut étre déduite de la
deuxiéme. .

On voit que la fonction f satisfait au systéme d’équations ci-dessus si, et
seulement si, pour chaque g de G la fonction fg, définie par fg(a:) = f(zg),

satisfait au méme sysléme d’équations. Le lemme est prouvé.

LEMME 2.'L'esp'ace C™(G; P, H, p, 6) est isomorphe @ U'espace des sections par-
tiellement holomorphes au sens de Blatiner du fibré ¢ associé & la représentation

o du sous-groupe H.

D’aprés la définition d’une (D, s)-polarisation, il est facile de vérifier que
HN\G a une structure de variété mixte de type (k, [). La vérification du lémme
est une modification de celle de A.Kirillov [1], Th. 1 de §13.4 dans le cas 'd’un
fibré en espaces hilberliens.

Revenons enfin 4 la démonstration du théoréme. D’aprés le Lemme 2, nous

dvohq une connexion affine du fibré &, ﬁvu, associée & 1'opérateur différentiel
(voir aussi § IL.4.6 ci-dessous) Ly+o(X), Ye? '

en fixadt une connexion du nhre principal H — G, Lonmderons maintenant la

d
Y
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projection éanonfque NSV Alors sur X, il existe une connection induite
~ |

wt = vy (voir par exemple R.Sulanke, P. Wintgen [1)). Ii est assez simple de

vérifier que v ¢5t bien'la connexion ndécessaire. La démonstration du theou,me

est achevée.

1. 2. UNITARISATION

Nous avons eu dans le paragraphe précédent un faiscean de sections lisses
partiellement holomorphes, partiellement invariantes. Pour obtenir une repré-
sentation unitaire dans I'espace de telles sections nous devons seulement
appliquer le procédé d’umitarisation. Le lecteur peut consulter’ l'article de
A.Kirillov {2] pour les détails. On suppose § unitaire,

1

L.2.1. Supposons que A (respectivement, A, soit la fonction modulaire du
groupe G (resp, du groupe H), §° = AH/A, soit le caractére non unitaire de 77,

Nous considérons le G-fibré 4 =G x C,associé au caractére non unilaire o2 | p

du sous-groupe /). Nous notons M2 1o G-Libré agsocié an  caraclére
611) = (Ag ) AGI/QJ‘D. Doncle fibré éc’ o ® M2 est un G-fibré sur X — DNG.
Soit s une section du fibré é&, o= éo.’ 0 ® M2, alors Il s ]]3; est une seclion
du fibré _J. De plus, [ s || 5est une fonction qui est invariante sur chaque classe

quotient de I\ G. Alors on peut prendre le produit scalaire des deux seciions

comme. .
(875 8,) = [ (s5;(x), 5,(0)), dx
2 1 2

HN\.6 e |
1.2:2. Notons par I?(G; @, H, p, o) l'espace hilberlien qui est oblenu par
complétion e I'espace des sections partiellement holomorphes partiellement
invariantes de carrés intégrables (p.h.p.i.c.i.), ¢’est-a-dire 1'espace des fonclions
sur (7 & valeurs dans V satisfaisant aux conditions suivantes

’ fhz) = o(h) v Ag (B B f@,hellzeG

-

Lyf - (p(X) + i tr g o200 = 0, X @

» § IrFy 2dr < oo
H\G

La représentation maturclle du groupe G dans 'espace LG5 @, 1, o o)
est unitaire. Nous lfappelons représentation holomor plnqucment induite parti-

ellement invarianle et nous la désignons par Ind (G5 p, /1, p, o).
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1.3. RI“PR]"ST‘JT ATIONS HIP1 DANS LES 1.2 -COIOMOLOGIES -

Ayant un laisccau des sections p.h.p.i. du fibré & , DOUs POUVODS ALSSH

Gs P
fabnquei les autres représentations unitaires dans les L? . cohomologies corres-
pondantes, MHous cxposons ceci d'aprés le travall cité plus haut, de A.Kirillov|2].

L.3.1. Désignons par & le faiscean des germes de sections p.h.p.. du fibré
o g, p SUT la variété X' = D\ G, par & ?lefaisccau desformesdifférenticlles de type
(0, q), sur X & valeurs dans le fibré (3 . Ici, nous appelons une forme de type

(0, 9)»q=10,1, 2,..., chaque expressmn du type.

Z<I>.l ...1 (y, & z /\ . AdE e , 0 (Y, &) sont les coordonnées locales

de la base Y —H\G £ étant les coordonnecs complexes de H\ M, z les coor-
données dans dans les llbres, (I) - ..; somt des fonctions qui forment ensemble
. el . s

sections p.h.p.i. du. flble Gy

I. 3 .2. Nous avons bien sfiir une suite exacte de falsceaux

0 —»F>F-F s S F L0, o0 Iappllcatlon F — 0 est indoite par
inclusion des sections p.h.p.. dans ’espace des sections lisses du faisceau o
les autres apphications sont induites par U'opérateur de la structure complexe
sur 1IN M c— H\G appliquant chaque forme de type {0, ) sur une forme de

type (0, ¢ + 1) ,

Nous avons ainsi une suite exacte d’espaces linéaires de formes différenti-
elles & coefficienis p.h.p.i. _

00— I[(F > T (Fys .. > TF )0,
dont les cohomologies sont identifides anx cohomologies du falsceau F (Une
* modification du théoréme de Dolbeault), HI(DNG; F). _
1.3.2. L'espace des formes de type (o, ¢) sur X est isomorphe au gous-espace
CI(P; H; €~ (()® V) dans le produit tensoriel € (G) ® 47 PK) D V.
Ce sous-espace se conpose des éléments I-invariants. Si le sons-groupe H est
connexe, on peul rempiacer la’H—mvanance par la'&6- -invariance (ou, de méme,
7 (,-mva riance).

L’espace obtenu de cette manidre est justement l'espace C7(7, %C TG T)
des cocycles relatifs g-dimensionnels de I’ aigebre et la sous- algebre% Done

les cohomologies H9(D\G; F) peuvent étre identifiées aux cohomologies
H9(P, H; C7(G) DV de 'algébre de Lie ¢,

~
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L 3. 3. sypposons quiil v:ste une straclure hermitienne H-invariante suy

)6, . Alors il existe aussi une structure hernitienne inddite sur AC(PIFE ),
4

Nous désignerons par 57 la représentation unilaire du groupe /7 dans A¢ ((1’/9’6 ¥
- <

Alors Fespace C9 (2, f1; C~(() @ V) peat étre interprété comme l'espace

I'(é I®eo, p) des sections p.h.p.i. du G-fibré é6q®c, o agsocié & la représenta-

tion unitaire ¢? @~ du sous-groupe 5.

1. 3. 4. Enfin nous appliquons le procédé de Punitarisation du paragrz{phe
1.2. pour obtenir les représentations unitaires correspondantes.

e,

Notons par LQ(ZGq®G p) le complété de l'espace des sections p.h.p.i, de

carré intégrable relativement au prodﬁit scalaire correspondant (voir § L. 2, 1,).

Nous avons un complexe d'espaces hilbertiens L2( ¢ 4 &5, ¢

2 d 2 (¢ d (G |
'O-—>-_L (éUsP) 1—>_L (_6,:,-1@(;”9) _‘3 ...-—~>L2(Cf';o.g®g,p)~—>0

Alors le complément orthogonal de Im (¢, ) dans Ker (19 est un espace
hilbertien dans lequel il éxiste une représenlation unitaire du groupe (. Nous
lappelons représentation HIPI dans lés L? - Cohomologies et mnous la dési-
gnons par . .

‘ | (L2-Coh, ) Ind (G; @, H, p, o)
k=0,1,2,..1

 II. QUANTIFICATION DES SYSTEMES HAMILYONIENS SOUS L'ACTION PLATE D'ON
GROUPE DE LIE, :

Un point important de nos études est que 1'on peut obtenir les représen-
tations HIPI par une construction connue parmi les physiciens et mathémati-
ciens comme le procédé de quantification, qu’on fait tantét physiquement,
tantot intuitivement. Nous le [aisons par la géométrie différentielle,

Pour consiruire des systémes quantiques correspondant &4 un sysiéme
hamiltonien classique (M, ) sous l’action ‘plate d’un groupe de Lie connexe G,
on doit définir des opérateurs de quantilication et un espace hilbertien des
états quantiques, Nous définissons un procédé de quantification 4 'aide dune
connexion et d’une distribution intégrale, invariante, fermée, faiblement la-
grangienne. Les représentations oblenues du groupe G peuven: étre réalisées
comme des représentations IIIP! du groupe G, considérées dans le chapitre I
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Dans le paragraphe IL 1. nous allons consiruire les opérateurs de la gnan-
lification géométrique mullidimensionnelle & I'aide d'une connexion 7. Nous
montrerons qu'on doit imposer une condition sur sa courbure. Pour appliquer
le proeédé de quantilication & la théorie des représentations, on doit faire une
hypothése sur Paction da groupe ( dans la variété symplectique (M, o). G'est
ce que nous ferons dans le paragraphe II. 2. Dans §1I. 3., nous prendrons une .
distribution spéciliqué dans le fibré ta'qgent complexilié pour faire 1'espace -
-hilbertien des états quantiques. Et enlin, au paragraphe I 4, nous montrerons
que les constructions des représentations HIPI et des quantifications donnent
une méme quantité de représentations, en prouvant que la dérivée de Lie des
représentations HIPI est justement le procédé de guantilication.

Les résultats de cé chapitre sont publiés dans les deux travaux de l'auteur

_ [12], [9].

1.1, QUANTIFICATION GEOMETRIQUE MULTIDIMENSIONNELLE,

I1.1.1. Soient (M, w) une variété symplectique, C=(M) 1’algébre de lie des
fonctions lisaes avec le crochet de poisson )
fys Fy € CoQDI=f, L Fy Y € C=0)
: i
Un procédé de quantification est une correspondance associant & chaque quan-
{ité classique £ € C(M) uné quantité quantique F, clest-a-dire un opérateur
hermitien, qui est autoadjoint si f est une {onction réelle, dans un espace

hilbertien I, telle que

{ f;?.‘e} = -_'-;'-— [?1, ?2 ], T=1, ot f = A/2m, h est la constanté de Planck.

11.1.2. Soient ¢ un fibré localement trivial en espaces hilbertiens, y une
connexion conservant la structure hilbertienne sur les fibres, ¢’est-a-dire si y
est une courbe joignant les 2 points; r et " de M, le transport para‘iléle le iong
du chemin y est un isomorphisme de la fibre éi_’ sur la fibre ¢, qui conserve
"le produit scalaire. Dans ce cas, nous pouvons, comme. toujours, définir la
dérivée covariante Ve £ € -Vect (M) dans D'espace des 'sectiops lisses.
A l’aide d’une-polarisation (voirle §11.3) nous choisissons un espace hilbertien des
états quantiqués, comme la complétion d’un‘sous—espace des sections P.H.P.L

de carrés intégrables,

“
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i1, 1.5. Soient L. o dérivée de Lic swivant e champ de veclears e vecl (M),
) .

Be 0! (M) une 1-forme de la connexion y dont les valeurs sonl des opdrateurs

.anli-autoadjoints. Il est commode de considérer aussi la forme «normalisée »

a (k) = dont les valeurs sont les opérateu s autoadjoints.
{1.1.4. Pour chaque fonction lisse f ¢ C (M) nous désignerons par £ g le champ

de vecteurs kamiltonien correspondant, autrement dit 7 (§ ) w -+ df = 0.

Done nous considérons D'epérateur de quanti ‘ican’on géomeétrigue multidimen-
q

stonnelle 1}:\ =f + -F- Ve -
i “Sr

I1.1.5. THEOREME. Les trois conditions suivantes sont équivalentes:
; [N
1, Eu(n) — 1o() — &% D) + = [+ ()] = — &, M
9. La courbure de la forme de connexion est égale @ — iﬁ wl, i.e.,
3. La correspondance f —ff\ est un procédé de quanltifz'can'on.
I1.1.6. Démonstration, (1) 2 (2): Nous avons
. _ i . { i .
Ve Vgl = Vi, = g + = 2O Ly = a0} = Lpe gy — (5 D)
i
= [Lg, Lyl + L ()] = Ly 2@+ (3 ) 1o 20 = Lpg = = (57D

=g Lyl = Lig a4 A1 s (0] = [ )] = (5 1)+ = [ e

Draprés la géométrie différentielle, nous avons [LE’ Lyl= LEE 1]
Alors, il reste 4 prouver l’assertion suivante.

- LEMME L [Lg.x (0)] = &(n)

En effct, cn appliquant cet popérateur [Le, a(n)]. & une section arbitraire
s¢ I'(t), nous avons :

[Le» ot('rl)J_ s == Le(a(n)s) —e(mlys= Ly a()s + on) Lg s — o) Le s = Ea(n) 8.
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(2) = (3). D’aprés la définition, nous avons

N TR R SO S . PR Y S
Tl =t v, 14 v%] . [fi,vf_&/_?]Jrﬁ[v% f,] +

' f
) [V Vsl =100 Vg 1S v r2b T Vi) T

+ {Vgﬂsfg] + T[VgM ngg}

1 est connu d’aprés la géométrie. dif férentielle, que
(1o 1} = Bry By,
Alors il reste 4 prouver seulement I'assertion suivante, )
LEMME 2. &lfi ’ v§f2]= [ vEflf fol=— Efz f; = Efifz = “’(Efiﬁ’ gfz):-
= {f1 P b

En effet, d'apreés les définitions, f1 est l'opérateur de multlphcahon par la
fonction scalaire fis B(&)f ) est 'opérateur de multiplication par la fonction a

valeurs opératorielles. Alors {fy;» B(E ’, )] = 0. Comme

fa
ona

[f_f L vgfzj = [f1 ’ Lgfz].

pour une section arbitraire s ¢ ' (%), on a

[f19 L§f2] § = [fl (LEfg S). —_— Lgfz (f1 :9) = -——LEfz(fl ) « 3= w(Efi ) Ef2) s,

De fagon analodue

Le théoréme est prouvé,

1, 2. APPLIC'ATTON AUX REPRESENTATIONS DE GROUPES DE LIE.

Suppoqons que le groupe de Lie G agisse sur M par les transformations
canoniques, ¢ soit I’algébre de Lie de 6. Donc, pour chaque élément X de G, le
sous~groupe a un parameéire {ezp (tX)}t ep < G agit sur M et il 1ni correspond
un champ de vecleurs hamiltonien & Exo ' h '
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il. 2, 1. Supposons que pour tout ¥ de G, le champ de vecteurs g Iy soit
strictement hamiltonien (cf. A Kirillov |1, §15. 2]) et que fy soit le potentiel
correspondant. Nous désignerons par Ly la dérivée de Lie suivant le champ de

yvecteurs ; . Nous avons bien sir

Lgr Lyl = Ly v

fo = ‘{fxs f}-
(1L 2. 2. Supposons que [y dépende linéairement de X. Alors on a un

2-cocycle d'algébre de Lie T
6 Yy =ifg . fy b — 1, Y]
D’aprés le procédé de quantification nous avons
LAY, A = ALK, Y]) + X, ¥)
() = .._I.../\ .‘:-i—

gn posant A {X)= . fx' ﬁf -+ VE

IL.2.3. DEFINITION. Nous disons que I’action du groupe de Lie Gr est plate, si
le cocycle ¢(X, Y) est nul.

[1.2.4, Dans ce cas, nous avons une représentation A de 1'algébre de Lie @
par les opérateurs antiautoadjoints et ainsi une représentation de G par les
fonctions lisses

Xt X

Si les conditions de E. Nelson sont satisfaites, nous avons une représentation
exp (—%’-/f\x) du revétement universel G de G. Nous obtenons la conclusion

suivante. Pour obtenir les représentations unitaires du groupe G, il nous faut
prendre les variétés symplectiques sous l'action plate du groupe de Lie G.

£

11.3. POLARISATION D'UNE G-ORBITE ET CONSTRUCTION DES REPRESENTATIONS
UNITAIRES.

Soient (M, w) une variété symplectique sous P'action plate du groupe de Lie
G, O(M) = MG l'espace des G-orbites, © cO(M) une G-orbite fixée, xeQ un
point fixé de Q, G_ le stabilisateur du point z, G . l'algébre de Lie de'G_, (G e

la composante connexe de }'élément nenire du groupe G.r » ¢ une représentation

unitaire du groupe G dont le noyau contient G
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11.3.1. DEFINITION. Nous disons que la G-orbite Q est entiére, il existe un
caraciére (unitaire) %, du groupe G . el que la représentation correspondante de
U'dlgébre de Lie G_ soit '

X))

I1.3.2.Remarque. La notion de G-orbite entiére ne dépend pas du choix du poini
x, parce que tous les champs de vecteurs considérés sont invariants.

1. 3. 3. Soient TQ(, le fibré tangent complexifié de P'orbite Q, L — T, une

distribution lisse intégrable, invariante, telle que L + L soit aussi intégrable.
L’ensemble de toutes les sections lisses invariantes de L forme une algébre de
Lie £, isomorphe 4 l'algébre L des valeurs de L au point x, et invariante rela-

tivement 4 I'action adjointe du groupe G, Alors l'image réciproque @ de £ rela-
tivement a la projection canonigue G = Gc (G, ) = (Vect L) . peul étreiden-
-tifiée a une sous-algébre de Lie de la complexifiée G de lalgébre de Lie G, telle
que P 1 P soit aussi une sous- algébre de Lie de G-

En effet, tout d’abord chaque section lisse invariante de L est un champ de
vecteurs invariant. Alors 2 —_, (Vect, Q),. D'aprés Pintégrabilité de L, £ est
une sous-algebre, et puis d'aprés la G-invariance de L, £ est isomorphe A L.
Comme un espace vectoriel, ? est isomorphe & la somme directe LBG, .
‘Daprés la Ad(G_)- invariance de L, on a %, L. 1CL,,
[G,, £]1C £. Alors P est une sous-algébre. Par une méthode toute analogue,

¢’est-a-dire

nous avons ainsi 'assertion: 2 472 est ainsi une sous-algébre de Lie complexe
de G..

11,3.4. DEFINITION, Nous disons quela distribution L est fermée, siles sous-groupes
connexes Hy,,M, de G, correspondant aux sous-algébres de Lie T = PnG,
M=(P+P)\ G et les sous-groupes de Lie H=G_ . H), M=G,.M,
sont fermés.

11.3.5. DEFINITION. Nous disons que (L, p, 0,) est une (%, 's) — polarisation et
L est faiblemen! lagrangienne si: :
a) s, ¢st une représentation irréductible du groupe HO dans Pespace hithertien V

lelle que; (1) La restriction rjo[Gx AH est un mulliple de la restriction a Gx N Ho

0
de la représenlalion %_ .o, (2) Le point c, est fixé sous [action du groupe G

dans te dual ﬁ;) du groupe H, ,
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b) p est une représent-tion de lalgebre de Lie complexe @ dans V qui salisfail d

toutes les c?ndz'tions de I£, Nelson pour H(J el p]% =.ds, .

E1.8.6. Remarquoe. Dans le cas des K-orbites, o :%x et la dist_ribution L est

0
maximale, nous retrouvons la notiond: polarisation et distribution’lagrangienne
au scns de A.Kirillov [1, §15.4]. D’olton a les notres comme les généralisations
correspondantes,

11.3.7. THEOREME. (L, p, 6, Jesl une (%x ,;)-polam'satiqh el dans ce cas L esi
une distribution intégrable invarianie, fermée, Ifaiblement lagrangienne, si, et se&-

lement si, (P, H, p, o, ) est une (;, x ) — polarisation au sens de la méthode des

K-orbiles (vou D.N.ziép [8, Définifion 1.1] et aussi e chapitre suivant ).

Démonstration. D'aprés 11.5.3. et I13.4. nous avons reconstruit une (cr x) - po-
larisation, ayant une (X,., ;3_ polarisation (L, p, ao) donnée: c¢’est-a-dire,
nous avons reconstruit un complexe (P, H; p, o) tel que:

(a) P est une sous-algébre complexe de & . ¢ontenant Gy

(b) La sous-algébre 2 est invariante sous 1'action Ad de Gy,

(c) L’espace vectoriel 2 - ? est la complexification d‘une sous-algébm de
Lie réelle M = (P -+ P) r\'g,

(d) Tous les sous-6r0upes M ,H , M, H sont fermés dans G, ot M (resp.
H ) est le sous-groupe connexe de G, d’algébre de Lie M (resp. =P NG).
et M=Gy . HO’H“GX '
(e) s, estune représentation irréductible de H_ dans I'espace hilbertien V telle
que: (1) la restriction s, | HO e Gx est un multiple de la restriction a Gmr\'"HO
de la représentation ')Cx.?r’, o X est construite dans IL3.1,, (2) le point & est
fixé par l'action du groupe G dans le dual /ﬁo du groupe H .
(f) p est une représentation de 1'algébre de Lie complexe P dans V, qui satisfait
| 'toutes_. les conditions de E. Nelson pounr H ,etp] o = do, .

Donc(P, H; p, o) est yraiment une (5, x)— polarisation au sens de la méthode

des K-orbites (voir ch. III, ci-dessous).
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- - i L
{nversement, nous pouvons bien sfir reconsiruire une (}\'.I, #)-polarisation

e

(L; p. ©,)ayant une (o, x)-polarisation (P, H; p,jGO ). Le théoréme est prouveé,

Nous pouvons maintenant déduire automatiquement les corollaires qui sont

tous analogues a ceux de la proposition L1.4. et du Théoréme L.1.7, en chan-

geant une (D, f;)-polarisation par une (X &U)-p'olarisation (L;p, 0, ).

1L.3.8. THEOREME. Soient Q une G-orbite entiére de la variélé sympleciique (M, w)

sous ['action plate d'un groupe de Lie fixé G, (L; p, 5, ) une (% , ' )-polarisa-

tzon deQ, oit's est une représentation de G dont le noyau contient (G ), Alors

1) Il existe une structnre de variété mizte de type (k, 1, m), oit
¥ = dim G — dim M, .

= 1/2 (dim M —dim H), ; ’ o
m= dim H —dim G

2) It existe une représentation unitaire irréductible uniqﬁe o du groupe H telle

que ol soil un muliiple de X_x.'; el ploe = do,
T .

Démonstration.

"Comme O = G \G et d'aprés le théoréme I1.3.7 I'on peut reconstruire de

facon unique une (g, x)-polarisation (2, H; p, s} Nous avons tout de suile
l'assertion 1. ' '

Nous montrons maintenant l'existence de o par une construction directe.
Daprés la définition IL3.5., et d’aprés I1.3.3., .54, ona (G ) < H . Alors
(G, ), est justement la composante connexe ‘de 1'élément neutre dans H NG,
Nous avons do']H ne S ®E o)y g o
_ o ® 0 z

D’autre part, d’aprés la condition I1.3.3., G_ normalise H . Donc G, agil

sur le dual Ho'du sous-groupe H . Par hypothése o est fixé sous l'actiondeG

donc nous pouvons (éfinir la représentation ¢ par la construction suivante. La
formule

(2, h) = (1,2 @%, &) (x) 5, (h)
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définit une représentation du produit direct (}J,- HXH ‘dans l'espace V. '
En effet, d’une part nous avons . '
(@ 1) (2 B)— ([ & %, ’;)'(.v)cro (h). (1, ® x‘r,-g—')“' (x')s (h)
=y @k 8) (02) (I @ X,E) (2 7) 5, (h) (L @K, F) () g, (B
=(I,- ®%_ .5 (x2') (¢ .0, ) (B) o (k") .
= (1, ® %_.3) (wa’) o, (BR).

D’autre part, nous avons

(@ k). (@, b) = (@, kR~ (I,» @ % .3 (zx) o (hR).

La représentalidu (x, h) — (_IV. X, 5) (1) a _(h) est triviale sur'le noyau de
ia surjection ' E
GpoXH -G H
(x, h) = x.h

Alors il existe une représentation unique s du produit semidirect H = G .H_.

Il est clair que o est justement la réprésentation nécessaire.

‘Maintenant nous avons la siteation du Théoréme 1.1.7., ou Q=G _\G et

(P, H;p o) estune (G, X . ';)-polarisation.

Considérons te fibré & associé a la représentation G]G . &= GG x V qui
T ) T

est isomorphe au fihré :n'.*g, oug estle tibré sur H\G associé a la représenta-
tion o du sous-groupe H et = est la projection G \G — H\G. Fixant une con-
nesion du fibré principal H — G — H\ G, nous avons une connexion affine y du
fibré associé a4 la représenfation o. Done sur ¢ nous avens une connexion
induite v. = 'Y, .

II.3,§. La section s du fibré & est dite partiellement holomorphe pariz'élle-
ment invarianfe si elle a une dérivée covariante nulle suivant les champs de

vecteurs qui sont les sections invariantes de la distribution ‘L.

Donc I’ espace des sections p.h.p.i. de carré intégrable de'd:;vqui est une
_ umitarisation de ¢ (voir, §L.2.) est invariant relativement aux opérateurs de
quantification et nous prenons sa complétion comme [espace hilbertien des
états quantiques, ' ’

1
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11.3.10. - COROLLAIRE. La représentation naturelle, dite représentation holo-
' morphiquement induile partiellemeni inpariante et désignée par Ind (G ; L, z, p,
%0) du groupe G dans Uespace des sections p.h.' Dol est équivalente d la représen-
tation par les translations a droitfe de ce groupe dans Pespace C=(G ; L, @, o, s, )

des C-fonctions sur G 4 valeurs-dans V, qui satisfont au sysiéme d’équations
suivant

f(hx) =o(h)f(x),heH etz e E
(Ly +o(X))f=0 Xe?

II.4. DERIVEE DE LIE DES REPRESENTATIONS HIPI ET QUANTIFICATION

Le but de ce paragraphe est de montrer que les deux constructions de
‘représentations HIPI et de la quantification géométrique multidimensionnelle
nous donnent une méme quantité de représentations irréductibles du groupe
considéré !

11.4.1. THEOREME. La dérivée covariante de la représentaiion HIPI Tnd (G;
H, p, o) est justement la représeniation

PR
1
| X —->ﬁf X -
de l'algébre de Lie G du groupe G, obtenue par le procédé de quantification.

11.4.2. Pour prouver le théoréme, on doit tout d'abord préciser les
notions, en particulier la notion de dérivée covarianie dans le cas des fibrés de
dimension infinie. La démonstration est assez longue ;alors il nous faut une
analyse détaillée de la notion de connexion.affine. Nous la dérivons en quel-
ques étapes,

H.4.3. Justification du fibré de dimensibn infinie Gy o

Premiérement nous rappelons la construction des fibrés associés & nne

=G XV =GX V/i~n, 0l ~ est la
GX

relation d’équivalence suivante: (g, v) ~ (g, »") si et seulement si, il existe

représentation ¢. Nous savons que ¢, 0
»

keGy tel que g = kg et v’ = o(k)v. Nous remarquons que V est un espace
hilbertien, o est une représeniation unitaire. Alors @"G, pest un libré vectoriel

dont les fibres sont de dimension infinie, Le groupe structurel du {ibré G 0

estun sous-groupe du groupe des opérateurs unitaires U(Vyde V. Notre situation est
aussi bonne, parce que le groupe structural est identitié 4 un sous-groupe de
Lie dedimension finie du groupe {"(V) comme image directe du groupe de Lie G X
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suivant la représentation s. Alors nous pouvons appliquer le 'théoréme de
Stone au groupe structural indiqué, ct nous pouvons parler de lalgebre de Lie

de dimension finie du groupe siructural de & 0. '
11 44, Dérivée covariante des homomorphismes. Maintenant nous modifiona
les résultats liés & la dérivée covariante des homomorphismes d’un fibré en

espaces hilbertiens de type (ZG, 0. Le cas des fibrés de dimension linie est

" assez connu, voir par exemple Kosmann — Schwarzbach [IT.

Soient & et ¢ deux fibrés de ce type sur la base hémogéne M =G \G,
associés aux représentations o et o', respectivement du sous-groupe G, dans
G. Alors G agit sur ¢ e} ¢’ par les actions naturelles. Nous définissons ’action
de G su1 Hom (G, ¢’) comme suit.

Supposous que u € Hom(c. &) et u,, est la pro;ectxon de u sur Ia basec
M = G, \G. Alors nous définissons :

g.u=g u.g~ %, pour tous g € G.

Done ¢. u &€ Hom(é, &).

Soit X un élément d’algébre de Lie § de G, et supposons que {g,} est le
sous-groupe 4 un parametre correspondant,

g, = exp(tX). |
Pour les va[e;afs asgez petites de I, g q e= g0 uog[' Tsont bien définis, comme
les homomorphismes du fibré ¢ dans le fibré & aux morphismes associés
g't'uxuMogt_I sur la base ¥ = G,\ G,

L’ensemble fom (&, &) peut éire considéré comme un sous-ensemble de

I'espace vectoriel des opérateurs linéaires de 'espace I'(¢) des sections lisses
de ¢ dans lespace ['(¢") des seciions lisses de &°. Alovs nous définissons

d.
Xow=—- (o) |, = . | . ;

Comme dans le cas des dimensions finies, considéré par Y.Kosmann —
Sehwarzbach [1] dans notre cas de dimension infinie, d'aprés le théoréme de
Stone cité plus haut, on obtient les résultats: '

1) X . u est un opérateur différentiel d’ordre 1 de & dans t;ni;c;’ et

X.u=Xgou—u¥g, |
ot X ¢ © X sont considérés comme des opérateurs différentiels d'ordre 1

aans les espaces des sections lisses de ¢ et ¢’, respectiverment.

J
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2) Si la projection Uy de u sur la base M = @1 N\, G est I'application .iden—
tique et les projections sur M des actions de G sont identiques, alors X, u est
un homomorphisme de ¢ dans &’. C’est juslement la dérivée de Lie de 1’action
de exp X dans le fibré ¢* ® ¢°, ont ¢* est le fibré hilbertien dual du fibré ¢.

3) Enfin, si ¢ = M, n est une section du flbre ¢’s NOUS avons une conne-
xion A’ sur &

On peut vérifier sans difficulté dans notre cas de dimension infinie la com-
mutativité du diagramme suivant

Aul(e) Autsemi-[inear (T(ey)
A (6) : ~ End,  T(¢) — Diff’

scal

()

Dans notre cas, nous pouvons prouver aussi que la différentielle d*an €-
homomorphisme d'un groupe de Lie dans Aut (&) est un homomorphisme de
lalgébre de Lie correspondante dans 1 algebre de Lie D1ff1 l(é) des opérateurs
différentiels & symboles scalaires.

II.4-.5. Connerion. En général, une connexion affine d'un fibré vectoriet

est une maniére d’identifier les fibres d’'un fibré ¢. On fait cela & 'aide d’ une
1forme dlffezennelle 4 & valeurs dans P'algébre de Lie ,du groupe structural

de ¢. Nous pouvons toujours écrire explicitement la formule de la dérivée
covariante corr espondante ‘

AE == ég '%‘?“1(%),

Cela est en accord avec le II. 4.4,
11.4.6. Identification el calcul de la represenfaz’zon HIPI Ind (G H, o,p) dans

Nous rappelons que Gy, 0 eét bien I'ensemble des couples (g, v) ¢ 6 ><‘ v
factorisé par la relation d’équivalence: (g, ) ~ (g°, v") si, et seulement s'il
existe un élément k e GX. tel que ¢’ = kg, »" =0 (k)v. Les sections lisses de
. 66, o peavent étre identifiées aux . fonctions sur G a valeurs dans V satig-
faisant

flkx) = c(k))‘('r) k:z G1 ,xz .

L'action de & sur [ {¢) peut étre identifide & l'action de G dans C=(G, V) par
les translations a droite: s e I'(¢) « fs e C7(G, GX 3 V).
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Alors la dérivée de Lie de l'action de la repr ésentation HIPI Ind (G5 P, H, p, a)
est justement la représenlation de I’ algeble de Lie § du groupe @,

= L b — £, Xe
Vg‘X By TR % (Gy) %
qui doit éire identifiée aux opérateurs différentiels
' v e Neg
dans C=(G; V). '

IL4.7. Forme <ifférentielle B. Nous rappelons que chaque point y € ¥ =
—G}L\ r est en méme lemps une toﬂction lindaire sur l'algébre de Lie G

de G
WX =Ffy ), Xeg

ou fX es' le lpotentiel du champ de vecteurs £y de l'action du sous-groupe &
un paramétre exp (IX) sur M = G\ G

Nous délinissons la forme par fa formule

(B & (y) (y, & ()

olt € G* comme nous avons dit plus haut, g (e) € g,’gw et g[ G est’invariable,
d’aprés la définifion de y = (y,.) = f(.) (7).

Nous avons

fx@ =@ X =@ &) 1)

I1.4.8. Fin de la démonstration du théoréme.

Nous avons

v§=%ﬁi%@»
—-LEX‘l‘_fX‘!" (“1 (Ex)“B(x))

Nous désignerons par « la forme différentielle ay — B

Alors ' -
i
VEX-—":LEX—*-—{ (EY)-F— fy
[ 1R
ﬁyh-éw+%w
.._j__’>
i



Alors le théoréme est prouvs, ) _

I1.4.9. Remarques. 1) Nous avons déduit explicitement la formule de la forme

« de connexion affine: ' '
@ =o,; — B

2) Le théoréme n'a pas été prouvé, méme da s le cas de quantification 1-dimen-
sionnelle. Donc notre preuve est bien la premiére en date.

I1L. CONSTRUCTION DES REPRESENTATIONS UNITAIRES PAR LES
K-ORBITES |

Maintenant nous appliquons le procédé de quantification et la construction
des représentations HIPI pour obfenir les représentations unitaires irréductibles
d’un groupe de Lie. Pour ce faire, la méthode habituelle des orbites utilise un
procédé de guantilication par les fibrés en droites. Nous avons construit un
procédé de quantification géométrique multidimensionnelle, en pariant de G-
fibrés irréductiblcs arbitraires associés a un systéme hamiltonien donné.

"En remarquant que chaque K-orbite de I'espace dual de I’algéhre de Lie ¢
- dé ( est bien un espacé symplectique relativement 4 la 2-forme associée a la
forme bilinédaire alternée invariante,

E X Y)=0w(XY)
' nous pouvons quantifier chaque orbite de G sous l’action coadjointe de G dans
'espace dual de l'algébre de Lie du groupe G, dite K-orbite,

Dans le paragraphe III.1. nous exposons les notions correspondantes sur
chaque K-orbite. En particulier, nous modifions la notion de polarisations sur
les K-orbites. Aprés cela, dans le paragraphe 1112, nous esposons une con-
struction des représentations unitaire’s par les K-orbites, se déduisant des con-
structions des chapitres I et IL Dans §I1.3. nous exposons des exemples non-
triviaux de (6, F)-polarisations. Nous montrons que toutes les représentations
unitaires jrréductibles d'un groupe de Lie résoluble connexe et simplement
connexe peuvent dtre obtenues de telle maniére. Enfin, nous indiquons les
applications classiques de la méthode des K-orbites.

Les résultats sont en grande partie publié's dans un travail de l'auteur [8].

[IL1. POLARISATIONS D'UNE K-ORBITE.

Soient G un groupe de Lie connexe, % son algébre de Lie, gcvla complexi-
fication de 4. Pour un élément Z de %, nous désignerons son élément conjugué
par Z. Si - est un sou-ensemble de %> NOUS poserons

A={7; 7 ¢ A



Soient §* lespace dual de I'algébre de Lie &, O(G) l'espace des K-orbites,
c’est-a-dire les orbites de G dams §* sous l'action coadjointe, O ¢ ({G) une
K-orbite entié¢re fizée (voir; 11.3.1), FeQun point fixé sur Q, G, le stabilisateur

du point F, gF I aIcébre de Lie de (Gr) (GF)O la composante connexe de ['élément

neutre du groune Grs o une représentation unitaire irréductible du groupe G

dont le noyau contient (G pdo

IIL.1.1, DEFINITION. Nous disons que (P, p, 5,) est- une (S', F)-polarisation, si.
(@) P est une so‘us-a[gébre de Lie complexe de G contenant G I
(b) La sous-algébre P est invariante par tous les opéraleurs
Adgca:, xre G 7
(c) Lespace vectoriel P +- P est la complexzfzcatzon d’une sous- alqebre de Lie
réelle f cest-a-dire = (P + ) n &.

(d) Tous les sous-groupes My, Hy, M, H sonl fermés dans G, oit Mylresp., Hy)
est le sous-groupe connexe de G, d’algébre de Lie _jt (resp.,, S6= N G) et
M=0GMu,H= Gp. H.

(€) o4 est une représeniation irréductible du groupe H, dans un espace hilber-
tien V telle que; (1) la restriction o | GF A H, est un multiple de la restric-

ionaGp N Hy dela représentation XF'.RGJ; ot X (expX)=exp (—2—2—1 <F, X§>),

(2) le point o, ést fizé sous DPaction du groupe G, dans le dual fi’\ du groupe H,.

(f) p est une représentation de Palgébre de Lze complexe ? dans V, qui saiis-
fait a touies les condztzons de E. Nelson pour H,, et p| o6 = do,.

I1L1.2. Remacque. Dans le chapitre I, nous avons 1a notion de (D, 0' polarlsa—

tlons (#, H; p, o), puis dans le chapitre If, nous avons la notion de (X 0')-
polarisation (L, g, o). Ici nous avons la notion de (&, F)-polarisation (2, p, s o)

qui' est distinguée des (D, c) polarlsatlons et des (X = c)—pOIaI‘ISatIOHS comme

une modification synthétique.

1I1.1.3. Remarque La constante T est prise dgale :l %—; » o A est la constante

de Planck, Pour la theor: e mathématique exposée ici, sa valeur est iuessentiel[e,

pourva qu'elle ne soit pas nulle. Nous prenons anrs h__-1, d'on =i
2!'&
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111.2. CONST RUCTION DES REPRESENTATIONS PAR LES K-ORBITES.

Nous pouvons maintenant dédaire une construction des représentations
unitaires par les K-orbites comme un corollaire des construclions exposées dans
les deux chapitres précédents,

12,1, THEOREME. Soient Q, F, 5,(G )y Gp» p elc...
précédent et X, : G — T un caractére du groupe G, tel que sa différentielle
soit dX,, = 2ni F | §,. Alors: '

(1) Sur la K-orbite Q il existe une structure de variété mizte de type (&1,
m), ou.

“comme dans le paragraphe

K = dim G — dim M,
1=§1.(dfn3 M — dim H),

m=dimH — dim G
(2) I existe une représentation unitaire irréductible unique s du groupe H
telleques | o soil un mu[tfple de XF.SJ et p | F6=dbs.
E .

(3) Sur le fz'bré G [ G = G x V associé a la représentation o | G .I'l existe
F

une struciure de G- fzbre partzellement invariante et partzellement holomor phe Gy P-

telle que la ropresenfafzon naturelle du groupe G dans lespace des sections p.h.p i,
du fibré éG’P soit équivalente a la représentation par les translalion @ droile

de ce groupe dans Pespace C™(G; ?,p, F, s, ) des C=-fonctions sur G & valeurs
dans G qui salisfont au systéme d*équalions suivant.
- flhay = o(b)f(x), heH, =x&G

(Ly +p()f =0, Xe¥,

ot Ly est la dérivée de Lie par'le champ de vecleurs &, (invariante d drozte} sur

.

G, correspondant a X.
Pour prouver le théoréme, il nous reste seulement a remarque qn’oﬁ a .

bien sfir une correspondance bijective entre les (G-F’ g)-polarisations (P, H, p, 6),

les (X ;)-polarisations (L3 p, 5, Jret leg (c,: E)-pola;isations (?, o, 5,) dapres
11.1.1,, IL3.5., I1.3.7., I1.3.8.(2), TIL.1.1. '

'1iL.2.2. Remarque. Dans lensemble de toules les (a F)-polarisations, nous

pouve d linir une relation d'ordre

. def .
(Q,IP, UO ) < (‘:’P', P" 650) = ¢ E-‘?,, ’5'0 ' Hﬂg Go'p’l?:'ip.
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On voit que la représentation ci-dessus est réductible si la (s, F)-polarisd-
tion n’est pas maximale. Alors dans la _construction des représentations
irréductibles par les K-orbites, il nous Taut prendre les (cr F)-polarisations
maximales.

IIL 2. 3. Remarque, Ici nous avons une généralisation naturelie de la méthode
des K-orbites de A, A, Kirillov — B. Kostant.

II. 3. EXEMPLES DE (o, F)-POLARISATIONS NON T RIVIALES.

Dans ce paragraphe, nous montrons, toui d’abord, une application essen-
iielle de la méthode des A -orbites de A.A. Kirillov— B. Kostant, Ici nous
" pouvons obtenir, par la méthode des K -orbiles, toutes les représentations
irréductibles d'un groupe de Lie résoluble connexe et simplement connsze,
- Cependant, notre méthode des K - orbites nouvelle nous donne une possibilité
«plus rapides d'obtenir les représenlations irréductibles, en induisant
4 partir des 'sous-groupes invariants.

III. 3.1, Soient G un czoupe de Lie résoluble connexe et simplement
connexe d’algébre de Lle G " Despace dual de §, 0 (G) l'espace des
K-orbites (sous l'action coadgomte‘ de G dans @), @ € 0 (G) une K -orbite
entiére fixée, F € Q un point fixé de Q, G le stabilisateur de F d’algebre de

Lie Gp, %, :G, =T le caragtéré unitaire de G de différentielle d 'XF =
=2x7i F| gF » une polarisation (au sens de Ila mélthode habituelle des
K-orbites — voir par exemple A A. Kirillov [1]) positive strictement admissible

(voir L, Auslander — B. Kostant [ 1]) au point F, T?*F= Ind (6 ; 2, g % )
la représentation irréductible de G, correspondant 4 la K -orbite ©, voir
K.Auslander — B. Kostant [1], A.A.Kirillov [ 1, 2], D.N.Ziép [8, 12]. Alors:

() La représentationT Q%R ne depend pas du choz:v de la polansatmn voir
L. Auslander — B.Kostant [1, Th. 111 4.1].

(2) La représentation T%XF ot irréduciible, : oir L. Auslander — B. Kostant
{1, Th. IV. 5. 7]

(3) L’ensemble de toutes les représentalions 'TQ'XFformelout le dual G de G,
voir L. Auslander — B. Kostant [1,§.0,  Th.I), A, A. Kirillov {1, §15. 4, Th. 3].
I11.3.2. Nous rappelons que la méthode des K -orbites exposee dans le

paragraphe precedent est justement les (o, F ) - polarisations maximales,
voir IIL 2.2, (P.p,59 ) telles. que Go =X, .
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Hi.3.3. Eofin, nous montrons que notre méthode des K -orbites généra-
lisée esl plus confortable pour nous donnel une possibilité décrive le dual

G du groupe G par I'induction des sous-groupes invariants. (’est justement
ie ialt que nous pouvons appliquer les critéres de compacité an chapltle VL

1I1.3.4. Soient N le nil ~radical de G dalgébre de Lie 72, f=F | " Gf le _
stabilisatear de f sous l'action de G dans 7., ayant (G!: Jo comme composante
connexe de 'élément neutre et gf comme algébre de Lie, M=(Gf Yo Gy le
sous- groupe de Lie dalgébre de Lie 4= gf » A= MN le produit semi - direct
dalgebrede Lie A= _ M X 7, | = F | s k=F| _4+ Alors les K-orbites Q.
n! Qf des points &, {, f dans 4*, 4", 1* respectivgment, sont entiéres. Soient

%, » ¥, % les caractéres des stabilisateurs 4, M, N. des algébres de Lie A,

tr I
def
jﬂl R c«/yf, respectivement. A_lors P A A =P P, =P NN
del

sont les polarisatioﬂs aux points k, f, ! satisfaisant aux conditions de L. Pu-
kanszky et on peut construire les représentations correspondant aux K-
orbites €2, ,-Qf T2 | "
£2,,% o
EI":_—T f i =Ind(}\7;"?1 ,p,%f)
L% .
g, =T-1 "1 =Ind (M; Py s %, )
Q% -
E =T ¢ =1Ind (4; 2, Pl =8 ®E
II1.3.5, On sait que (voir L.Auslander—B. Kostan[1, prop. I 1.6]), Ker X, est’

un sous-groupe normal de M le groupe quotient M, = M/Kerx est un

groupe de Lie connexe d'algébre de Lleﬂl = M/ quiest Isomorphe ap algebre
de Héisenberg au centre /?t (76, ot 76 = Ker (F | J% )

Soient = : M — M la pro;ectlon canonique, dn: Jtc — (M )C la différen-
tielle de =, ! . € ﬂt* tel que I 0 dr = 1, Alors (M )I est exactement le centre
_ﬁt /96 de ji y (M )l = Ml;Ker ')( et X = XZ 0T ,ou xl estle caractére de

(M ); de différentielle 2n1[ , donc la K-orbite Ql de U danstl est entléle
¥ +
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Comme _#, Z ?,, il existe une sous-algébre (¥, ), del et ) € telle gue

dﬁ”1(92)+ = P, et (@2)47 est une poigrisation positive sirictement admissible

an point l;‘ .

D aprés la proposition 1. 5. 13. du travail cité de L. Auslander—B. Kostant 1},
ona §,==Ind (M; 2, ,0 .131\) =Ind(H ., (¥y) .0 %, Jov
' +

=

I 3.6. On montre que 3y » %, sont les representations irréductibles du
groupe nilpotent V et du groape M. Le théeréme 1141, de L.Auslander —B,
Kostant [1] dit que Ind (G; P0, 2 } = Ind‘i £, h

111,3.7. Conclusion. Nous avons elfectivement construit des (GF , Ido XF )-

polarisations réelles non triviales (2, H,p,0) avec @ = @[ G =4, H= A =
MN, p = d&, o == £, Alors notre méthode K-orhites nous donne une autre réali-
sation des représentations irréductibies d’un groupe de Lie résoluble connexe et
simplement connexe arbiiraire. '

11i. 4. SUR LES APPLICATIONS CLASSIQUES.

Nous avons deux généralisalions de deux constructions: représentations
holomorphiquement induiles et la méthode des K-orbites, comme les repfésen-
tations HIPI (Ch.1) et méthode des K-orbites sur les yariétés symplectiques sous
Paction plate du groupe de Lie considéré. Alors nous avonsles outils nécessaires
pour obtenir presque toutes les représentations irréductibles connues. des
groupes de Lie. .

IL.4.1. Comme une généralisation de la méthode des K-orbités de A.Kirillov-
B.Kostant, notre construction nous donne toutes les représentations irréductibles
des groupes de Lie résolubles connexes et simplement connexes, voir L.Auslan-
der — B. Kostant' [1}, de groupes de Lie compacts arbitraires, voir A. Kirillov
11, §15.3}:

1) Soit G un groupe de Lie résoluble connexe et stmplement connexe. Alors:

(@) Le groupe G est de igpe I si, el seulement si, I'espace des K-orbites est
demi-séparable (c'est-d-dire, T1 -~espace) ef toules les formes de Kirillov Bg
.sont fidéles, . ,

(b) Soit, de plus, G un groupe de type I. Alors toutes les 'représéntations .
irréductibles de G peuvent étre oblenues par la méthode des K-orbites, A chague’

K-orbite Q correspond une famille de représeniations indexées par les caractéres
du groupe fondamental =, () de I'orbite considéré ,
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(c) Toutes les représentalions assoctées aux K-orbite: "différentes ou aux
caractéres dif férenls d'une méme K-orbite sont inéquivalenies entre elles.

2) Soit G un groupe Lie compacl connexe el simplemnet connexe, Alors loules
‘fes représenta’ions irréductibles de G sont dassociées ahtx K-orbiles entiéres de
dimemsion maximale. ‘

3. Soit G un groupe de Lie semi-simple connexe el simplement connexe, non
compact. Alors la méthode des K-orbites nous donne la plus grande pariie des
géries connues des représentations: Les séries principales, les séries dégénérées..,,
voir A. Kiriltov [1, § 15.3.], Lipsman {1].

D-autant plus, noire construction des représentations HIPI dans les
{.%-cohomologies nous donne un outil « presque universel» pour obtenir toutes
les représentations des écoles LM. Gelfand — M. A. Naimark et de Harish-
Chandra, etc..

IV. APPLICATION AUX REPRESENTATIONS IRREDUCTIBLES DES GROUPES
* DE DIFFEOMOBPHISMES

Dans ece chapitre, nous appliquons la méthode des K-orbites généralisée
du chapitre III, pour obtenir les représentations irréductibles des groupes des
- ditféomorphismes. Nous reproduisons les représentations irréductibles de
dimensions fonctionnelles finies dues 4 A. Kirillov {3].

IV, 1. LES K-ORBITES DE DIMENSIOI& FINIE DES GROUPES DE DIFFEOMORPHISMES

IV.1.1. Soit M ane variété lisse, de dimension finie, ‘connexe. L’ensemble
Diff M, composé des difféomorphismes avec la multiplication usuelle et la
topologie de convergence uniforme de toutes les dérivées sur les compacts, est
un groupe topologique. Soit XK un compact dans M, nous désignerons par
Diff KM I'ensemble de tous les difféomorphismes qui sont identiques en dehors

de K. Alors, avec la topologie induite, DiffKM est un «groupe de Lie,» en
général, dimension infinie (voir N. Bourbaki [1]). Soit Diff M = lim Diff M.
- —
' R ESM
Alors le groupe Diff M est un «groupe de Lie» de dimension infinie et il
conaiste en des difféomorphismes qui sont identiques en dehors d'un com-
pact. Il est clair, que l'algébre de Lie de Diff u estVect M, coniposée de
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champs de vecteurs lisses & support compact dans M. Nous remarquons que
Vecth estém espace localement convexe, nucléaire, T

IV.1.2, Soit (M, w) une variéié symplectigue. Alors sur M il existe une
orientation canonique qui est définie par la forme différentielle de degré maximal

17 s
w 2dimM e

L,dimM fois
Nous désignerons par Diff (M, o) le sous-groupe des Diff M des difféomor-
phismes, conservant la structure symplectique o, ¢’est-a-dire des transformations
canoniques a support compact. Alors Diff (M, w) est un groupe de Lie dont

I'algébre de Lie est celle des champs de vecteurs hamiltoniens 4 support. Qomé
pact sur M, =

Vect (.M, w) = -{EEVeCt M; Liw= 0},

ot LE est la dérivée de Lie suivant le champ de vecteurs.
Nous rappelons que sur la variété symplectique, la correspondance :

E—> (o o L
établit une bijection entre les champ's de vecteurs et les 1-formes différentielles
dans laquelle les champs hamiltoniens correspondent aux l-formes différen-
* tielles fermées. Le champ de vecteurs § est dit strictement hamillonien, si la
forme i (§)» est ewacte, c’est-a-dire il existe une fonction f = f‘g telle que

i(®w+df =0.La fonction f est appelee le*potentiel de &, qui esl défini unigque- .
ment, 4 1’addition d’une constante’ prés, par . Evidemment, le quotient de
I'espace Vect (M, w) = H{M) des champs de vecteurs hamiltoniens par I'espace

[} (M) des champs de vecteurs strictement hamiltoniens est‘isomorp_he al’espace

vectoriel H1(M ; R) de cohomologie de Rham réelle a support compact. (von
b, Hllton, S, Wylie [1]).

V. 1.3. Soit (M, v) une variélé unimodulaire, c’est-d-dire, soient M une
variété lisse, v une forme différentielle non dégénérée, de degré égal a dim M,
ou méme v un élément de volume Nous désignerons par Dlﬁ (M,v) le sous-

groupe des diff€éomorphismes a support compact conservant ’élément de
volume v, de Diff M. Alors Diff (M,v) est un groupe de Lie d’algébre de Lie

Vectc(M ,v) composée des champs de vecteurs sans divergence:
Vect (M) = {Ee Vect M, Lev = div z.v = 0}

Soit £ ¢ Ve'(_:t.c (M ,v), alors la (n-7) -forme d.ifférentiell'e i(E)v est fermée.
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. 1 S .
IV. 1.4, Soit (M,0) une variété de contact, c’est-id-dire M soit une variété de
ﬂimension impaire 2n + [ et « soit une 1-forme différentielle telle que la forme
de degre maximal « }\ (de)? = ehde de A ehda da
n foxs
soil une forme non degeneree Nous désignons par Diif (},«) le sous-groupe de
Diff ‘M composé de difféomorphismes de M’ transformant la forme « en la

forme ®.«, ot @ est une fonction qui ne s'annule en aucun point de M. Alors
Diff (M,z} est un groupe de Lie d’'algébre de Lie Vect (M,2) composée de
champs de vecteurs de contact a4 support compact. |

Vect (M,c) == {EeVect M; Laaf. =Y.z, Ppe C (H)}

Nous remarquons que, sifestun champ de vecteurs de contact, alors la fonction

dérivée fg —-f —Lu(ﬁ) est umquement defm:e par & Dans B.L Rosenfeid (1]

—l

il y a une formaule exphclte pour £ ali moyen de sa fonction dérivée fg .
Dans la suite, nous deslgnerons .par (¢ un des groupes de L:e Diff M

Ditf (M, w), lef (M, v), Ditf (M, ) et par @ lalgébre de Lie correspondante.

1V. 1.5. Nous allons étudier la structure de lespace dual §* de 1algébre de
Lie G et I’action coadjointe de G.

- Considérons, tout dabord, le cas G = DiffcM et done, G == Vect'c M. Dans ..

les coordonnées locales, chaque champ de vecteurs est de type

a 4

gl (&) —
t=1 axt -
Donc, chaque élément F de §* est de type

[ ]

3=

Ch ) )
F = 2 fl d.’B! 'Y

: i=1

ol fi sont des distributions et

<F, §>—~ 2 <f LB >,

‘Scient ¢te D1tf M, e R, le flot de champs de vecteurs 1
Yp=9, (@), ge=yy==8,(x) .

Alors l'action adjointe de 7 dans ¢ est

b sl =e—nl= 2 (507 @ —%—) 1,

¢, ()



alors la reprégentation Ad = ¢9¢ du groupe (v est donnée par la formule

C (g 8 ( —-:.(sb‘fm%—-———-
® 1(1;‘)

¢t 'action coadjointe (¢ dans G* est donnée par
K= %
P ¥

e

Comme Veet, (M, w), Vect (M, v), Vect, (M, «} sont les sous-algébres de

S f(s@) X el
=1 ox/ .

Lie fTermées de VectC_M, chaque {orme linéaire sur &, en-général, peut étre
prolongée par le théoréme de Hahn — Banach enune forme linéaire sur Vect .M.

Done, on peut les écrire sous la forme d'une 1-forme différentielle aux coeffi-
cients généralisés ci-dessus, mais malheureusement pas de facon unique.

IV. 1. 6. Dans le cas ou G = Vect (M, v), soient F, et F2 deux prolonge-
ments d'un élément F e G*. Alors (F,— F,}| Vect, (M, v} =0, c’est-a-dire,
F,— E, est nulle sur chaque champ de vecteurs sans divergence. Alors i, —F,

est une forme différentielle exacte. Alors §* peut étre identifiée 2 1'espace
de cohomologies des 1-formes différentielles aux coetflcxents généralisés a
support compact sur M.

“IV. 1. 7, Dansle cas §= Vect (M, «), on peut identifier les champs de .
vecteurs de contact aux fonctions derlvees fgz Yo (3). Donec on peut identifier
G = Vect (M, o) & I'espace de L. Schwartz cJ_f)(M) =C7 (M), et §* a l'espace
de distributions (M) sur M.

IV. 1. 8. Enfin, dams le cas § = Vect (M, w), la restrictioﬁ d'une forme F

de G* sur les champs de vecteuts strictement hamlltomens est une fonction
generahsee sur M. Nous avons une apphcatlon

FeGl»® = F]H o) eD (M)
Le noyau de cette application est 1'espace H, (M, R) des formes linéaires qui

sont nulles sur les chanips de vecteurs strictement hamiltoniens: Chaque cycle

y dans M définit une forme linéaire F ¥

<FpE>=[i®o

D’aprés'une analyse plus détaillée, A. Kirillov a obtenu une suite exacte
d’espaces linéaires

0 R g 90 @RI 10,
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ol b (M) = dim H, (M, R) = dim H? (M, R) est ie premier nombre de Betli’
et qui est fini, { (M) est le nombre des chemins it lmfuu de A. [xmllov [2].

Alors on peut identilier (non canoniquemenl) G a
b; o + 1 — 1.

9 o) o R1Y ORr T~ ha R

-

Iv. 1. 9 Nous revenons au cas général. Soient I un element de §*, x un
pomt de M. Nous disons que x appartient au support de F si, et seulement si,
dans chaque voisinage U de w, il existe un élément £ de & qui est nul en dehors
de Uet <ZF, £ == 0. '

Pour les algébres de Lie Vectc M, Vect(.(}f , @) cette notion n'est pas no.u-
velle. Pour les algébres Vect (3, v) etVVectc (M, w) nous avons un phénomeéne
nouveau. A, Kirillov'{s] a.prouvé les résultats suivants:

Giaque forme linéaire F de §G* a support vide est de type F'Y , Ot y est un
¢ycle de degré 1 pour § = Vect, (M, w) et de degré n-1 pour le cas G =
= Vect (M, \‘:). - | - '

Leaction coadjointe du groupe de Lie G dans §* nous donne les K-orbites,

en général, de dimension infinie. Les K-orbites de dimension finie ont été
‘classifides par A. Kirillov {3} :

La K-orbite Qg de F € G est de dimension finie si, et seulement si,
| Supp F | < oo,

Dans la suite, nous intéressons aux K-orbites de dimension finie. De plus,
nous ne cansidérons que les variétés M telles que:

HY (M. R) = 0, si elle est symplectique et,
- Hn—1 (M, R) = 0, si elle est unimodulaire.

Par conséquent, nous n’aurons pas de formes linéaires non. nulles & support
vide.

1V.1.10. Nous étudionsla structure des K-orbites de dimension finie. Soit MlE]
Pespace des sous-ensembles, consistant en k points distingués entre eux'de M.

Alors M [£] est une variété lisse de dimension kn, ol n= dimM. Nous avons

ane projection naturelle de 2, sur M k] ,
F e Qp — supp F= {a:i,, ,xk} e ulH
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On peut siirement derire

E A ~ ~ .
- F= X F _,ouF, ¢ g% supp F = {x}.
j=1 J 7 J 7
Nousdisons que x; ~ x;8i, et seulement si, Fl.et F ;engendrent une méme K-orbite
0% — .
F, 7 7F;

Supposons que |'ensemble supp F puisse éire divisé en m .classes d’équi-
valence $y,..., 5., avec les nombres des points correspondants | $1 | &=kypens
i

Vs =k by e k=

m

. plk ‘ .
~ Alors la projection Q,— M ~ peut ¢tre factorisée "en diagramme com-

mutatif
Q
"
v
m (k|- ylKl
I M
j=1
Comme Q . = Q _ jxi. et x.¢ sj; lesfibres des applicationsQ__ — (eI
" E . F.s F.

l 3 i

sont isomorphes (plus précisément, homeomorphes) et nous les désignerons

par 8. Alors la fibre de I’ apphcauon p:Qn— M [k est

‘Done I’ étude de la K-orbite D est réduite i 1'étude des wvaridtds M[k] el S

v, 1. 11 Nous rappelons les résultats prouvés (oun seulement cités) dans le
travail de A Kirillov {3].

1) Sim, (M)=0, i = 0,1,2 el si dim M > 3, alors =, (MIK) = § (k).
ott par S (k) nous désignons le groupe de permutation des. k elements,
Ty (ﬂf[j‘] = T3 (M[k]) = 1
et alors HE (MIKY) — Hi¢S(k)): i=0,1, 2.
2) Les variéiés 6 sont reliées auxr K- o:bztes des groupes de Lie dp dimensmn ‘

finie:
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Sj se compose des formes linéaires F..c't éupport en T €5, et toufes les z;

:j:l, ou de facon équivalente Q. = . Autrement dii, F peul élre deduzt de

F, Fs

F; par laclion du groupe stationnaire G (x;)Z G de poinl x,:

a) Si le degré F, (commeformelinéaire sur G) est égal & 0, alors F, ne dépend
que de la valeur du champ de vegteurs au po;’nt Ly Alors FI. est un covecleur
au point x, Le groupe G(z,) agit transitivement sur T M— {0}. Alors

S, ~ j" — {0}
b) Si ledegré de I, est positif, nous considérons la projection canonique

n! G — g(r) qui est duale a P'injection G (x ) S G Soit = (S) = Q.
 Alors Q, est une K-orbite de G (xl.)_, du point n(F,) e G (x,), et
Sj == n—_l(Qj).

IV. 1.12. Remarquons que Porbite Q. cé (x; ) s’est trouvée dans I'ortho-

gonal dans G (z; )" de la sous-algéble 9(8)(.2: ), pour 8 >Ic = ordF des champs

de vecteurs dont les jets de degré ! < k sont nuls. Alors on peut voir Q; comme
une K-orbite duo groupe de Lie de dimension finie

Gk(xi) = G(xi)/G(k"'I) (x,)s ki-é ord -Fi’ ol G(k)(:ci) est le sous-groupe de
G(x;)se composant des difféomorphismes ayant le contact de degré > %k a

k . .
I'unité, On montre que le groupe G° (a:.) ne dépend pas du point z; et de la

structure de la variété M. Iis sont umquement defmls (a un 1s0morphlsme pres)
par la dimension de M : :

81 G = Diff M, Gk (:v R GLX (R m, le groupe des jets de degré k des difféo-
morphismes de R~ f1xant r 0r1g1ne.

Si G = Diff_ (M, v), G* () =SL¥ (R), le groupe des jets de degrg k des
difféomorphismes de R”, conservant l’élément. de volume et l'origine,

$i G = Diff_ (ﬁ{,@, ok (@) = Ct" (ﬁzn-l-i » le groupe des jets de degré k
des difféomr‘phismes de contact de R22+1 fixant Porigine. -
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. ™ 1Y . k — . . T . . Lopd
31 G = lefc (M, o), G*(x)) = Sp" (R2my, le groupe des jets dc dégré & des

transformations canoniqucs de R?7, {izant Porigine.

* IV. 2. REPRESENTATIONS DE DIMENSION FONCTIONNELLE FINIE.

Mamtenant nous avons toutes les conditions nécessaires pour appliquer la
construction des représentations par les K-orbites.

IV. 2.1. Comme plus hant, nous supposons que F e &, suppF = 1Ty 500

T L :cmkm} divisée en m classes d’équivalence, au sens du §.1V.1.10,

4

== {le, Jebe o .‘Itijkj}

-
F: Z F'o
R
=1
oll Fj sont les formes linéaires homogénes, c’est-3-dire, \

k, _
d . ey - .
F,= 3 F;,etQ =9, I1<ii<k;j=1.,met suppFJ.i={xﬁ}.

Y

i=1" Jji Ji

IV. 22. Nous remarquons gue la décomposition

est unique et FJ. +FE; si J 5 j*. Soient G(F) le stabilisateur de F» G(F j)celui de
_ Fj. Alors '

m .
GFEYE n G(FJ-).
j...'—....

On a bien siir

fn;G(F ) E G (F).

Alors G (F) = r\ G (F e
J_' . a
IV.2.3. Supposons que OrdF ==k > 1 et G¥ (x) = R.N soit 1a décomposi-
tion du groupe des jels en parties réductive et nilpotente. Le groupe A agit
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librement sur les orbites gérériques de N dans o4* (\*oir. E. M, Andreey, E. B,
Vinberg et A, G, Elasvili [1]) Alors, sur chaque orbite générique de .V dans <"
il y a seulement une orbite unique Q de G* (z) dans {G* (x)]*.

IV. 2. 4. Supposons que toules les formes linéaires F,; se soient trouvées

en position générique de G* (z ;) dans [* (@)1 Alors F; A* (@) + 0.
Done, il existe, d’apré's la théorie classique, une polarisation ¢, au point

F| of¥(x;;) au sens de A. Kirillov— B. Kostant.

" Nous posons H (;;) = {ge G (x;;); le jet J; de degré k de g appartient a Q’ij}

k. - e
J
HJ_IMIH(:EU) , H;=Hy.G(F;)

H = I'I H .
j=1
Nous avons une suite exacte

1_>I'IHOJ—>H-+ T S(k;)—~1
j=1 j=1
Pour les groupes de jets, nolts avons une suite scmdee (voir A.Kirillov [3]).

110 g, —H - 3 S (k; )_>1
j=1 4 J 1
Draprés cela, les-représentations irréductibles de H‘j, dont les restrictions a

- H! sont les représentations fixées de HL peuvent étre, bien sfr, paramétrisées
/ ki - e

par les représentations irréductibles du groupe S (kj )
Soient = ;€ S (kj_) » e la représentation de H (mij) correspondant a la
. L .

forme linéaire Fz.j € G*. La représentation du groupe Hj , qui est en'réalité une

représentation d’un groupe de jets.'Hj_ » avec! >ord F IR et qui est construite

N -

k.
7
par les données ™ et YFJ == 1'11X , est désignée par ¢ (I‘I F )
I— .
Soit%j I'algébre de Lie (réelle) de Hj. Alors d-aprés la construction, on
voit que '
m m
(0 o6, MH,F, e, F))
j=1 g1 et :

est une ( H :n: , F)- polar:sai:on de la K—orbn‘e n
=1
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En applignant la construction générale des chapitres précédents, nous
avons une représentation

def
T(m, F) = Ind (G396, X . X gém, Hyx ... X Hm, Fotal - F .=, XewXm )

. ' m
V. 2.5, remarque. Le groupe I‘ondamental de Q@ est IT S (k;). Alors les repré-
: o1
sentations correspondant 4 la K-orbite fixée QF soni paramétrisées par le dual

de m, (f2), comme dans le cas classique.

IV. 2. 6. THEOREME. 1) Les représentations T (=, F) son! justement les représen-
lations de dimension fonctionnelle finie de A. A, Kirilloy [3]. Donc par conséquence,
2) Les repr-ésentafions T (=, Fj ne dépendent que de la K-orbile Qp el la classe
d’équivalence de la représentation =,

8) Toutes les représentations T (%, F) sont nuductzbles et elles ne sonf pas équi-
valentes 'une & laulre, pour les couples (r, ') distingués.

L’assertion 1) est évidemment vraie d’ aprés la construction exposée plus
haut, Les asseruons 2) et 3) sont de A. Kirillov [3].

V. APPENDICE- A. LES INVARIANTS DEFINISSANT LA STRUCTURE
' DES C'~ALGEBRES POSTLIMINAIRES

¥
Comme nous avons dit dans I’introduction, le probléme de la description
des représentations unitaires irréductibles du groupe G est une étape prélimi-
naire pour la construction de la transformation de Fourier abstraite (non

commutative) et de 1'étude de la structure de I'image totale de LT(G). La des-
cription de f’image totale de Fourier de L (), ou méme de C* (G), en définis-

L] f
sant les fonctions sur G 2 valeurs dans l'algébre L(H) des opérateurs liné-
aires bornés dans un espace hilbertien, se heurie a des difficultés essentielles, -
voir par exemple, J. M. G. Fell [3], et J. Rosenberg [1].

Nous proposons ici dans ce chapitre une autre méthode utilisant les progrés
dans la théorie des K-foncteurs (co) homologiques d'apres L. G. Brown-
R. G. Douglas—P. A. Fillmore, G. G. Kasparov, etc... {(voir, par exemple,
J. Rosenberg {2}).
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Soit A une C*-algébre postliminaire. I Nous prouverc;ns que si = est unc repré— V
senlation irréductible de 4, alors I'’élcment a de .1 est transformé par = en un
opérateur: compact si et seulement si, D’élément a appartient & l'intersection
des noyaux de toutes les représentations irréductibles de 4, qui appartiennent
fajblement 4 = et ne sont pas égales & = (voir §V.1). Ce résultat nous indique
unc méthode réguliére pour construire des suites de composition & quotients
liminaires pour une classe des C*-algébres postiiminaires (voir §V.2), contenant
toutes les C*-algébres d'une classe des groupes résolubles et de quelques
groupes localement compacts totalement discontinus analogues. Enfin, au
paragraphe V. 3., nous construirons un analogue de la théorie des indices
et nous montrerons que notre invariant définit uniquement, a équivalence
prés la structure de la C*-algébre A.:

Les résultats sont publiés dans un article de 1’auteur [2].

V. 1. IDEAUX DE TYPE COMPACT DANS UNE C*- ALGEBRE POSTLIMINAIRE.

Soient A une C*-algébre postliminaire avec élément neutre {qui peut &tre
ajouté fermellement en cas d‘abseﬁca),'ﬁ\son dual avec la topologie usuelle
(voir A. Kirillov [1], J. Dixmier [1}). Par raison de simplicité, nous identifierons
les *-représentations irréductibles (non dégénérées) aux classes d'éguivalence

‘.

correspondantes, i. e. les points du dual e

Comme nous le savons, la C*-algébre A est posthmmalre 8i, et seulement
si, I'image de A relativement a chaque *représentation irréductible (non
dégénérée) = conlient entiérement ‘1"idéal K (H) des opérateurs compacts dans
'espace hilbertien H, dans lequel la représentation = est réalisée, voir par
exemple J. Dizxmier [1].

v.1.1. DEFINITION. Limage réciprogque K ==t (K(H)) de Pidéal K(H) dans
la C*-algébre A est appleée Pidéal de lype compact, associé a la représentation' .

V. 1. 2. D’aprés la définition V. 1 1.on peut déduire directement, queI'idéal
de type compact est toujours bilatére et fermé (donc, involutif, voir J. Dixmier
[1]) dans la C#-algébre A.

V.1, 3. Sitla representatién = n'est pas liminaire, 1'idéal K_ n’est pas efgal

a 1a C*—algebre A. Cependant A est une C*-algébre postliminaire, alors on a
=+ 0. Donc, K est nn idéal propre dans ce cas. Alors nous avons un pro-

bleme intéressant qui consiste a décrire les idéaux de type compact dans le cas
général. '

V. 1.4, Premié-ement nous 1apnclons les Théorémes de A, Rosenhern [1] et
de J. M. G Fell [11.
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La *-rcprésentation irréductible = de la Cr-algebre A est liminaire si, et
seulement si, l'ensemble réduit a un point {=} est fermé dans la topologie usu-
elle du dual 4 de la C*-algébre A.

- V. 1.5. Nous généralisons ce résultat péur résoudre le probléme indiqué
.dans V. 1 3. Pour la C*-algébre C* (AIf R)du groupe des transforms:tions
affines de la droite réclle une telle généralisation est obtenue dans le travail de
P’auteur [1], voir aussi Appendice B,

Pour chaque ensemble X do dual 4, nous désignerons par X la fermelure
de X dans la topologie de 1, ’
V. 1. 6. THEOREME. Soient a un élémentde A, & une *-représenlation irréductible

(non dégénérée) de A. Alors 'opérateur = (a) est compact si seulethent si, les opé-
ratears ©' (d) sont nuls pour chaque = de la fermeture {=}, distincl de =,

Nous allons déduire un corollaire et faire une remarque avant de démontrer
le théoréme. ’

V. 1. 7. COROLLAIRE. L'idéal de type compael K, admet la desq:riptibn suivante
K, ={aed;m (a) == 0 pour tous ="'& {x} \ {=} }.

Cest bien une solution du probléme V. 1. 3.
V.1, 8, Remarque. L’ensemble {=} est fermé si, et seulement sij, lensemhle

{n} \ {x} est vide. Alors'le théoréme V. 1, 6. contient les théorémes de A, Ro-
senberg et de J. M. G, Fell, cités plus haut, C

V. 1. 9. Démonstration du théoréme. Soit K = K_ = K~ L(K () I'idéal de
' type compact associé & la representatmn n. Comme nous l'avons dit, K est un

1dea1 bilatére fermé de la ¢ -algebre postllmlnalre A. It puis, la restriction de
la représentation = 4 K est une *-représentation mon nulle, parce que

= (K) = K (H). Donc, voir J. Dixmier [1, §3.2.1), =, K ct = est une *re-
" présentation liminaire de K. D'aprés les théorémes de A. Rosenberg et J.M.G.Fell

. B N
I'ensemble réduit & un seul point {r} est fermé dans K, qui est ouvert dans A,

Soit = appartenant a la fermeture {_:_:.} de 'ensemble {x} dans et = T,
Daprés la proposition 3.2.1 du travail de J.Dixmier [1], si a-c'[K # (0, on a

x' e K et.w' est unc limite faible de = dans fx’\(voir J. Dixmier |1, §3]). Cest
impgssible comme il est vu plus haut, Donc =’ x = 0. Autrement dit, si n(a)
csf.’ un opérateur compact, c'est-a-dir¢ a € A, on a w(a) = ¢ pour tous les

pomts T {—r}\’“;
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Inversement, supposons gue ='(a) = 0 pour lous =" & r:} AEESS \ous
devons prouver que gt(2) est un opérateur compact. )
Posons. B.= ~ Kerx’. Alors B est un idéal bilatére fermé dans .. Par
=t e {r
) T T
conséquent, le dual 7 de B est inclus dans le dualjﬁl\ de ., comme un sous-
ensemble ouvert Plus précisément, B = A TETRN {7:})
En effet, = T e ({n} \ {=})c’est la méme chose que Ker = =D N Kern',
~ e {n} \ {7}
Alors, rr[B == ( pour loutes les représentations T e mAutrement dit on a
B= n Ker w’
eI~
D'aprés J, Dixmier [1, § 3. 2. 2], nous avons
: : B=1a\{=y \ {=}.

Si =| ; = 0, om n’a rien & prouver,

Sin|,0,onamnec B, comme plus haut,
Comme ﬁest ouvert dans A, et d’aprés définition de B, on peut conclure
. que {r} est fermé dans B. Alors = est une '—-représentation liminaire de B,

Autrement dit, si =(d) = 0 pour tous =’ & {1:}\ {1} on a w(a) € %(H). Le
theoreme est prouvé.

[

V.2. LA SUITE. DE COMPOSITION CANONIQUE

' Du theoreme V. 1. 6, on déduit la maniére suivante pour consiruire une
suite de composition canonique les « bonnes » C*-algebres postlimninaires, que
nous allons définir dans la suite,

v.2.1 DEFINITION. L'élément = & A est appelé le point de degré de bordage
0, s’il wappartient d aucune fermeture des autres poinls de A, Désignons par X

Fensemble de fous les poinis de degré de bordage 0. Le poini = e A est dit
de degré de bordage 1, 8’il mappartient ¢ aucune fermeture des autres points de
a N\ X avec la fopologie induite. 'Désignons par X, lensemble de tous les points

. de degré de bordage 1. Le point = e?f\est dit de degré de bordage 2, §'il n’appar-

tient @ aucune fermeture des autres poinis de - (X, v X"I) avec la topologie
{nduile, efc..

‘Nous prolongeons le procédé de définition du degre de bordage des points,
pourvu que 7 — (X [ X; v .) =6
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Soit p un cardinal limite et supposons que pour chaque cardinal 0= p,0na

défini I'ensemble X;—;. Nous posons’ Xp = ¢ et considérons = i) X~ avecla

e
topologie induite. 5§ A ( Xfpv 4= 0, on prolonge le procédé de définition du
p<<p .
degré de bordage, :
Nous obtenons ainsi une suite Xo, Xi rern » O @ est un certain cardinal;
de plus, on a
—n
A=1] X
ole O

V.2.2. DEFINITION. Nous disons qu'une C*-algébre a la propriété de bordage,
si X~ esl un sous-ensémble ouver! non vide A {J Xp,pourvu que p soif un
P ' <
cardinal non limite, 0 < pN < o el 1= X 4.
‘1<pp

Nous voyons que I'ensemble des C*-algébres postliminaires avec la pro-
priété de bordage est assez riche. En particulier, toutes les C*.algébres C* (G)
des groupes localement compacts G apparus dans les paragraphes §§1—4 du travail
de I. Rosenkerg [1] dans les travaux de l'anteur et dans T'Appendice B de ce
travail sont de tels ensembles.

V.2.3. Nous posons (Sp = ~n Ker =, ol
* TceAp

Azj‘l\—ux

-
0 o’ PoUr p > 0 AO =A

prp - .
THEOREME. Soit A une C*—algébre postliminaire avec la propriété de bordage.
Alors
) Tous les G, Gy s 6, sont des idéauz bilatéres fermés,
by pour chaque ordinal p, 0 =='p == «,

C = X

ép X

p <P

¢Yon a

0l=2¢6, C6;,C 6. C G, =A
d) pour chaque ordinalp, 0 = p <= a, la C*-algébre quolient ép+’1 / é:p est fimi.-
naire. Donc pour A on a une suite de composilion canonigue,

Tout d’abord, nous prouvons un lémme préliminaire.
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V. 2.4, LEMME, Soient T un espace lOpoIdgfqﬁe aibttraire, Uun sous-ensemble
ouvert de T; F.="T \ U, 0 un sous-ensemble ouvert pour la fopologie induite de
E. Alors U U 0 est onvert dans T, .

En elfet, soit 2 un -point arbitraire de U L1 0. Alors ou hlen x < U/, ou bien
x e (. Dans le premier cas, il existe un voisinage [/, de x dans ia topologie 7,

telle que U, C U C ULI0. Dans le deusieme cas il existe un vonsmage ouvert ¥,
de x dans la topologie F,telque 0, C 0 C & LI 0. Dapres la définition de la
topologie induite il existe un ouvert V dans la topologie T, tel que VAAF=0,
Alors V=V "T=V A" (U F)y=(V m_U)LI(VnF):(Vn o,
U@, Doncdans les deux ¢as nous avoans toujoufs un voisinage de x. contenu
dans U Li 0. C'est-a-dire, U L1 0 est ouvert dans la topologie de 7.

V.2.5. CO'ROLLAIRE. Soit A une C"-algébre postliminaire avec la propriété

“de bordage.. Alors {ous les ensembles Kp =A — Vv Xp, sont fermés,
. P <<p

En ellet, comme A est une C‘-algebre postliminaire avec la propriété de
. bordage, X , 0 = p < «, sont des sous-ensembles ouverts non vides, lorsque p

n’est pas un cardmal limite, Alors 4; = w - X, est fermé, Comme X, est

ouvert dans 4,, d'aprés le Lemme V. 2.4., le sous-ensemble X, | X, est ouvert,
T . >

et 4, = A— (X, v X; est ie;me, etc...

Alors, pour chaque nombre fini n ¢ N, ’ensemble XO V.. U X est ouvert

dans 4 . Pour le premier ordinal limite o, ona U X. =1 X, UX; U..
p a 1
p=uw ne N
U Xn .Alors Xp est ouvert dans A. Done A =1 — L} X _esttfermé,
p<<w . : p<<w e

En prolongeant le procédé, nous prouvons que tous les A 0 sont fermés- dans A,

V.2.6. Enfin, nous revenons a la démonstration duthéoréme V.2, 3. Gomme
A est une C*-algélire postliminaire avec la propriéié de bordage, chaque

ensemble Xp est dans Ap —A— U X -.Dapréslecorollaire V. 2. 5. tous les Ap
p<p

sont fermés. Alors, d’aprés la définition, tous les E,s’p = [] Ker = sont des
- . : red
4 P

idéaux bilatéres fermés et ?5:'0 == {0}, (Sa = .1. L’assertion a) du ‘Théoréme est

prouvée.
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P
. (byComme ., [] & sont ouverts dens 4, on a bien s@ir

Coe=p ?
,=.. U
p=p p _
(c¢) Comme 4 = A A — A - ~ U X~, nous avons les inclusions
o - P p <p P
A0=f-{\:3:113,..3‘-1 = ¢,

Dot on déduit une suite croissante d’idéaux bilatéres-fermés ép.
(d) D-aprés la définition, on déduit
G _% =X
(ép-l-l‘/ )—(gp-i-I ) *‘X
Nous devons, enfin, montrer seulement que toute représentation = & (ép 1 /(’a )

est hmmatrg. "En effet, x e (épJrI / ép) = Kp 4, = )&p ! Ap+1 et, de

plus, {—m:_} N O AP‘“H' Comme (gp - r\ix Ker =’ , {TE} est fermé
€ Sot+1

dans la topologie induiie de Xp. D'aprés le théoréme V.1.6., la représentation

+17

7 est liminaire. Le théoréme est prouveé.

v.3. LES INDICES DES C*—ALGEBRES POSTLIMINAIRES.

Nous avons construit pour chaque C*-algébre postliminaire avec la propriété
V.2.2 une suite de composition canonique. Maintenant, dans ce paragraphe,

nous allons construire les invariants correspondants a une suite de composition

fixée de ce type. ’

V.3.1. Soient =z un cardinal fixé, C;r’ CQ,..., ¢, un systéme de C*.algebres
tel que Cp = {0} Ioi'sque o est un cardinal limite, 0 < p <{«. Désignons par
Bxt, (G, C2 yeny G, ) I'ensemble de toutes les suites croissantes des C*-algébres

de type
{0y = E,CE, C..CE, =43
de plus, '
.a) toufes les C*-algebles E sont des idéaux bilatéres fermés de A,
b) lorsque p est un cardmal limite, Ep cofncide avec la lermcture de lld(,al

~ UE_ dans A,
p<<p P
c) Fp-!—i-" E == Cp+1 pour chaque ordinal non llmlte 6> 0 <p<a

v.3.2. Nous définissons dans I’ ensemble Ext, (P C »es ) une relalion

d’équivalence. Deux suites croissantes de longueur « d’idéaux

' ' - | ) .7



{0} =E,CF,C..CE, =4 (A)
W=F,CcE,c.cCF,=8B (B
sont appelées équivalentes, 8’1l exisie un *-isomorphisme .9: A - B -induisant les

*-isomorphismes des’idéaux correspondants 0, =38} B' E[. — Fl. .
. i

Nous désignerons par Ext (€, C,,..., €,) I'ensemble Exi, (C;s Conns C )

factorisé par la relation d’équivalence indiquée. Le probléme consiste & définir
les invariants pour chaque élément de Ext (C,, C, ..., C,). '

V.3.3. Tout d'abord, nous rappelons les notions connues {voir, par exemple,
R. C. Busby [1]. Soit D une C*-algébre arbitraire. Alors chaque couple (1", T°")
d’applications 77, T: D — D satislaisant A la condition xI'(y) = T”(:v)y pour
tous les =,y D, est appelé un multiplicateur double. Ii est clair que, muni des
opérations naturelles et de la norme, I’ensemble M( D) des multiplicateurs dou-
bles forme une C*-algébre, appelée la G*-algebre doublement mulliplicalive qui
contient D comme idéa) fermé. Nous désignerons par O(D) la C*-algébre M(D)/D
et par Hom_ {C,0(D)) I’ensemble de tous les *-homomorphismes de la G*-algébre

C dans O(D).

Nous introduisons dans 'ensemble Hom0 (C,O(D)) la relation d'équivalence
suivante, Deux éléments v,, v, de Hom-o(C,O(D)) sont dits équivalents, s’il existe
des *-isomorphismes o : D — Deto: C — ( tels que ygt_—;/u:T‘I 5L, ol @ :

O(D) — O(D) est induite par w. Nous désignerons par Hom (C,0(D)) I'ensemble
des glasses d’équivalence de Hom (G,0(D)).

V. 3. 4. Soit » € Hom_ (C,0(D)) un “-homomorphisme fixé. Considérons

I’ensemble ' .
E'Y = {(m,c) e M(D) X C; = (n} = y(c)} ,

oii = est la projection canonique de M(D) sur O(D) = M(D)/D. Alors (Voir R.C.
Busby f[1)) £ 4SSt une C*-algébre. Soit U I'immersion naturelle D cZ, M(D).
Désignons par E® Pextension « universelle » snivante

O—-D—-> MDD - HD)— 0
® b :

Nous pouvons prolonger le diégramme
C

4
- O—>D—LL>M(D)—>O(D)—>O:E0'
k)
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pour obtenir I'egtension induite par la méthode usuelle, en. définissant t: DT’EV
etg: ET—» C par les formules fid) = (u(d),0), g{m.c) = ¢ pour chaque élément
deD,me M(D), c e C,

O—%D—)E-—» C 0
f g -

bid lpr, by

O— D= MDy—>0D) >0
L extension obtenue de C*-algébres

O— 0~ E — {0 "
est désignée par E), et sa classe d’ equwalence dans Ext (1,C) par [ET]

.R. C. Busby {1} a prouvé le ‘théoréme suivan_t : l’applipation [¥] =~ [E'ﬂ.’] de
P'ensemble Hom (C,0( D)) dans ’ensemble Ext (D,C ) est bijective. Nous remar-
quons cependant que R. C. Busby a désigné notre Ext (C,D) par Ext (C,D)

V. 3. 5. Considérons notre ensemble Ext (C; 5w € ) des classes’ d’équiva-

lence des suites croissantes de C*-algébres. D'aprés V. 3. 1., nous avons une
extension de C*-algébres

Draprés V. 3. 4., il existe un element'umque [v;] € Hom (C, , 0(61 ) définissant

uniquement la classe d’équivalence de la suite croissante de C*-algébrea-
{0}-=EDCE'1'CEE~ '

Alors, a1’équivalence [Srés, nous pouvons remplacer E, par -Eo'Yi *

Et-puis considérons l'extension

0~ E, =E, »Eg(E, =Cp ~0.

Alors, comme plus haut, il existe un élément [v, 1€ Hom (Cy , 0(E° )) définissant

uniquement la classe d’équivalence de la suite cro:ssante de C*-algébres
{0}_.E°cE1cE2VCE3 , | ,
ete... ' ' S

Soit p un cardinal limite. Alors, d'aprés la définition, E, = 'C/'EP~ et E, est
p=p '

umquement définie par les invariants {[YN]}ru
p<p-

- Puis, la suite crmssante de C*-algehres _ S
‘ {0} =E, CE;C.. E, C Epd |
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est d'éfiuie,]a équivalence prés, par l'invariant -
[Tp]eHom (Cp“ , ()(NU Efl;l)).
. p=p
V. 3. 6. CONCLUSION. Nous avons {'Jrouvé' le résultat suivant: Pour chaque suite
croissante.de C*-algébre AéExto (g5 €, ) il existe uniquement un systéme
d’invariants définissant, & équivalence prés, la méme suite 4:
[¥; 1 eHom (C, ., 0(C, )

[Y;1eHom (C;, O(E° )
Y1

L] » . . L L] s e * . *

[791 € Hom (Cp 1+ 0C U E° ), pour un ordinal limite o,
p=P o

v.3,7. DEFINITION. Supposons que I'algébre 4 aif une suite croissante de lon-
gueur « de C*—a!gébres

{0} mE, CE/CwCE, =4 o (A)
Alors Ievsyste‘me des invariants de V. 3. 6. de 4 est appelé Vindice de A et il est
désigné par Ind, A.

Nous avons un résuitat déja prouvé:

V.3.8. THEOREME. L'indice Ind, A ={|y o Nompwa définit uniquement, 4 équi-

valence prés, la siructure de la C*-algébre A, possédant une suite croigsante
d’idéaux fermés bilatéres de type (A),

V. 3. 9. Remarque. Pour les C*-algébres posEliminaires arbitraires on a construit
des suites de compositions de type CCR ou de type CT (voir J. Dizxmier ({1, §4)).
Pour les C*-algebres avec la propriété de bordage, nous avons construit des
suites de composition de type CCR d’une maniére réguliere (voir V. 2).

V. 3.10. Remarque. Pour la plus grande partie des cas connus, 'indice des
C*-algébres de gorupes est calculé dans les gorupes des K-theones homologiques
' (voir Appendice B et VIL.2).

¥.3.11.Remarque. Nous avons travaillé avec aide des K-fonctears. il sera-peut étre
possible d’exploiter les aspects d’algébre homologique de Banach pour décrire
la structure des (*-algébres, Dans son travail [4}, I’auteur a introduit le fonctenr
suplim, Pent étre les foncteurs dérivés du joncteur suplim joweront-ils un role
important dans nos études,
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VI, IDEAUX DE TYPE COMPACT DANS LES C'-ALGERRES DE GROUPES

En appliquant la K-théorie homologique (voir, par exemple J. Rosenberg
11,2]) al'étudede la structure des C*-algébres, ’auteur a suggéré une méthode des
invariants topologiques (voir D. N. Ziép [1,3,10], Chapitre V ci-dessus. et Ap-~
pendice B de ce iravail) dans laquelle les idéaux de type compact jouent un role
fondamental, On a décrit dans le chapitre précédent ces idéaux d'une Cr-algebre
postliminaire arbitraire en termes (algébriques) de la topologie (de Jacobson) du
dual de Ia C*-algébre considérée (voir théoréme V. 1.6). Cette topologie étant
trés compliquée (voir J. Dixmier{1]), il est intéressant de simplifier le critére
de compacité des éléments des C*-algébres de groupes localement compacis.

Dansle chapitre présent, nous établissons des critéres analytiques de compa-
cité en termes de la transformation de Fourier (non commutative) des éléments
des Cr-algébres de groupes topologiques localement compacts. relativement aux
représentations liminaires des sous-groﬁpes invariants, Nous ferons celd au
paragrép'he VI.1, Nous montrons aussi, dans le paragraphe VI.2., une application
aux représentations irréductibles des groupes de Lie résolubles connexes et
simplement connexes. Les critéres obtenus sont vérifiés dans un travail de
Pauteur [1] pour le groupe des transformations affines de la droite réelle,

Les résuitats de ce chapitre sont publiés dans un travail de l'anteur [11}].

VI. 1. CRITERES DE COMPAGITE

V1. 1.1. Solent & un groupe localement compact dénombrable & l'infini, Gy
un sous-groupe invariant fermé de G, X = G\ G le groupe quotient (a droite)
de G par G4. A l'aide d'un choix des représentanls des éléments de X dans G,

‘en donnant une section s: X — G (qui est, dans la suite, mésurable relativement
aux mesures de Haar A droite), nous avons une décomposition g==5s(a), ot
b= b(g), a=a(g), pour tout g de G. Alors comme ensemble, G peut étre iden-
tifié au produit cartésien Gy X X et la loi de multiplication de & peut étre définie

par la formule (Voir A, Kirillov [1, §2.4}).
(ba) (b’ @) = (b[x(a) "] B (a, &), aa’),

ol I'application « : X — Aut G, est donnée par.

w (@) (b, ) =(e.a) (b, &) (e, ) L _ ' -
et l'application p: X X X — G, est donnée par la iormule

(e, a) (e, @)= (B (a, a’), aa’).
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Donc. nous polivona cholsir les mesures de Haar invarianles 4 droite dg,
dg, . dz sur les groupes G, G, , X, respectivement, telles que
dg =dg, dzd, g= (&g, ~ AG'[ y {9y )d, 9, ¢, = sig=g, s (Z) Alors

d{xg)  do= -(L\,Gz < ag) ol s (x) ¢ = hs (zg),
VI 1.2, Soit T = Indgg une représentation irréductible de G induite
1

par une représentation liminaire & du sous - groupe invariant G, (au

sens de Mackey). Alors elle peut étre réalisée dans, I'espace hilbertien L2 (X,dx)
des fonctions de carrés intégrables sur X & valeurs dans l'espace de la repré-

sentation £ parla formuie
T af@=0B /7 ag) 't (Y EiR) £ (xa). ot h = [« (x) b] B (a z) et

AG1' A, sont les fonctions modulaires des groupes G, , G, respectivement.

, - -

VL 1. 3. On note & la cléture d’un sous-ensemble § do dual G de G, On
utilise les mémes lettres pour désigner les représentations de groupes et des
C+-‘algebres correspondantes, En particulier, on a

T ($)= [ J T (b, a) ¢ (b, a) dbda,
X 61

_ pour chaque ¢ € L! Gy
VI. 1. 4. On peut définir une transformation de Fourier (non commutative),

par exemple, pour les éléments ¢ de L! (G, dbda)
~ 1,2 :
¢ (x, a)ﬁ({ (& (AGI S Bg) Y(=(x)b) ¢ (b, a) db,
11 - B . .

Quand x parcourt X, représentalions «* (2) §, ou

ra

def ER
. {e* (@) 8) (D) = E(a (%) b) parcourant une quasi-orbite O=X. & dans
le dual G, de G, . "
On peut déduire aisément que les fonctions IIE (s )l et
' ’ .
Wfo (G, a)(E ‘(Agj -y 2 (., @) R (a)da|l, on R {.)est la représentation
réguliére 4 dfoite-de X, sont semi-continues inférieurement continues quand
la quasi-orbite O est séparable et, enfin, décroissantes vers zéro a l'infini de
la quasi- orbite O (voir, J. Dixmier [1, § 3. 3.2, §3.8. 9, §3.3.,7§ 18. 2, 4])
Quand «" (x) § tend vers le bord 30 de la quasi - orbite O ou vers 1'infini,
nous avons des fonclions sur 8 O o que nous désignerons pa‘r—; (.ay | a0
U oo elC,.. -
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VIi.1.5, Soicat f gdal et w =1, la guusi-orbite de §, T une représentation
irréduciible du stabilisateur GC da point { sous l’action de G, dont Ia restriction

_ G
au sous-groupe G, soit un maultiple de L. On pose T®T = IndG(T) , qui est
‘ g
irréductible, d’aprés ia théorie de Mackey des représentations irréductibles des
groupes ayant un sous-groupe invariant.

Supposons, ensuite, que notre quasi-orbite 0 soit séparable. Nous notons
comme toujours, par tr la trace, si elle existe; des opérateurs ou des représen-
tations. En particulier, nous avons

trd (@, a)=1tr | (5 (A G; /A Yz (2 (2) b) 6 (b, @) db

VL.1.6. THEOREME, Pour chaque élément ¢ de 1 (@), les condziwrzs suivantes
sonl équivalentes :

(1y T (§) est un opérateur compact.
(2) S(p) =0, pour ious S {T} et S 4= T
(3) T T (#) = 0, pour toute l'orbite w'C> 30 et pour toule représentation 1

dont la restriclion au sous-groupe G1 est t IGI = mult g,

G
(4) Ina’GiC (-?) =0, pour toul pointt deda 0 .

€3] {E'(.,a”an = 0 potir presque tout a . . -

O 8 () G (B, /AP B (@) R (a) da 1 =0

@) ir | 3 (@) (5 (Bg /A B () R (a) da ]y =0 . si
la derniére ‘e;rpressfort existe ef, de p[us, ¢ est un élément pdsz'iz’f dans L1 (G .

V1.1, 7. COROLLAIRE, Le critére de (ompaczte ne depend pas des fonctions
¥—->AutGetB X -Gy a

VI.1.8. Démonstration du théoréme.
{1y = (2) est démontré dans le chapitre précédent V.1.6.
(2) = (3) peut étre vérifié facilement en utilisant la théorie de Mackey des
représentations irréductibles des groupes ayant un sous-groupe invariant, et la
continuité de I'induction due & J.M.G, Fell {2]: Si ¢ ¢80, t est faiblement

_ G
contenu dans {&}, et par comséquent, Indgi ¢ appartient faibiement a IndGE.
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_Comme T ’G =mult f, ocnate Indrc {&) etT »T

' 6 G
G G [ £
= Indg, (0) < Indg, Tndgy @ = Indg;¢
g - G, .
Done T e IndGl te {IndG§ b={T}.

(3) =» (4) On a bien sfir Indg% g EGI:- mult £, Alors Indggg—_-f@ T d W)

&

(intégrale directe), oit l'intégrale est prise sur I'ensemble des représentations
irréductibles de GE dont les restrictions au sous-groupe G, soient des muitiples

-

- . G @ unT -
de g, d L (T) est une mesure, et enfin, IndG%r- FTrrdr@.

(4). = (b) est vrai grice anx propriétés connues de Ia représentation réguli-

ére. En partwnher, il egiste une unité approchée : N‘q)* f—ol 1= 0, {f,}

L n—>o°

est une lamille de fonctions de type d. _ A ;
(5) = (6) est clair.

(6) « (7) est vérifié sans difficulté: pour les operateurs posmfs, la nullité
de la trace est équivalente 4 celle de 1’opérateur.

(6) = (1). La preuve consiste en denx lemmes snivants. :
VL 1. 9. LEMME. (cas particulier) Soit ® (b,a) = % (b) v (a), 0t X & A (Gy)

L def Yy : 4
%y, =0, 5 (x) = SGig(Agi/AG) (« (x) b)Y X (b)y db, w € LT (%) et 11 vp uL1 + 0.

Alors T ((D) esl uit opérateur compact.

Preuve du lemme. On a par hypothése
T (@) f @ = % @) S f (@a) &4, 126 )72 (8 (@) ¥ (@) da.

Comme X est denombrabie :| l’1nf1m, nous pouvons choisir une suite crois-
sante de compacts I'un confenant I'auire,

K €K ,,C0 _
telle que | J, K, == 0 et les fonctions continues 6 telles que 0 < 8, (2) < 1

Bn(x)m IszxeK
s11&K
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Comme 7 est continue en x ef, par hypothése, T ap = U» I opérateur T (@)
peut étre approché par les opérateurs A '

~ ‘ 1
A @0, 7@ I )€ B, 860" B @) v (@) da
X '
-qui sont compacts. En effef, ona

W) T (@) — 4, 1=1-9).7 \R@ B /0 )”2(3( ) b (@) da ) <

< §-0)% 1.1 SR (@) & B,/ B6) @ (om) v (@) da I}, 00 (1 = 0,) T est

l'opérateur de multiplication p.ar la fonction (1 — 8,) x.

Comme % ‘ao = 0 el (1 — 6.) ]Kn = 0, nous pouvons choisir n assez grand
tel que - — |

(1 —98, )"Z“;f ol SR (2) (& (AGl [og )1/2 (B (.» @)  {a) da || soit assez petit.

b) L'opératenr A admet un noyau K, (x,a), dont les valeurs somnt des

“opérateurs compacts.

A f@)=J K (mntf@d

Ko =0,@ 7 @CQG 80" G@mv @ ady @
oli A estla tonction modulaire. de mesure de Haar dx sur X. Alors Dintégrale
- . ‘ . Jdx j Kn(:c, a) | da

converge'. D'aprés le théoréme de Fubini, 'opératenr A est compact. Le !_emm‘e
est prouvé.

VI 1. 10, LEMME. (Cas général). Soit & un élément de LI (G) fel que

{.s a) Lgy =0 Alors lopérateur T (®)est compact
Preuve du lemme. Comme ® e L7 (G, X X), on ‘peut construire une

approx1mat10n o, — @i = 0, ou
Ii—red

,N

n
@ ()= T % (5) v, (a)
k=1 .
et‘xk ¢ LT (G eL (X), uwk I!Lg 2 0.
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- Comme [ B (,a)E(Dg [ A)P@(, D) R(@dal gy, =0,

X - ¥
ona
. N -
I kil % O [, @ @ (8 18, )’2(13( ) R(a)da ”aou -
=1 [ 3, (aEQ, AG)_’Q B (>a))R (@ da—

X

= 8 0GB 8B ) R@ dalllgyy, o =
X : ‘

/ j- | @ (b, a) — & (b, a) | dbda.
X 6

Done T(cb ) peut 'étre'approché par les opératenrs Anm

A f@ L@ e a)(&(AF,fAG) T @ (@, )t (o) da

. X
NT{(®,)— 4, lf=l!(f—9m(-))><
N ' "
2 m()fw,cm)(c(a& /8650 (0 ) R@dall = g
k=1 m-—»oo
- par conséquent v
IT(D).— 4 T(lD) T(d’ )iH—liT(tb )—. nm ln—_—;;-o

m ~» oo
Dapres le lemme VI L 9., Lout opérateur A 1 85t une somme fmle des

opérateurs compacis, Donc T (q;;) est compact et la demonstratlon Jdu théoreme
Vi, 1. 6, est achevée,

V1. 2. APPLICATION AUX REPRESENTATIONS IRREDUCTIBLES DES GROUPES DE LIE
RESOLUBLES CONNEXFES ET SIMPLEMENT CONNEXES.

VI, 2. 1. Pour les groupes de Lie résolubles connexes et simplement connexes

de typel, la construction générale des représentations, exposée dans les chapitres
I, 11, I, nous donne une description totale de leurs duals, voir L. Auslander
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and B, Kostant [1], a. Kirillov [1], D. N. Zigep [81, [9],[12]. I} est intéressaut que
pour toutes les représentations irréductibles on peut appliquer les critéres de
compacité. . ‘

" VI 2.2, THEOREME. Pour chaque représentation irréductible T d'un groupe
de Lie résoluble connexe et simplement de fype 1, toules les conditions du théoréme
VL.1.6. sont satisfaites.

En effet, la vérification des conditions du thdoréme VI.1.6. est contenue
dans la démonstration du théoréme IL4.1. de L. Auslander et B. Kosiant [1].
Nous avons vu dans § II1.3.1. une description totale des représentations
 irréductibles d'un groupe de Lie connexe et simplement connexe arbitraire G,

Aiors, en particulier 7' =~ TQF Yp Pour un point ¥ quelconque de g*;
T =~71% %, =d(G; P H, p )
Drapres §I11.3.6., on a
T=1nd (G; ?,H, p, Xp ) = Indi&,
ouE=E®E,, | ,
A=MN est le produit semi-direct, A <G,
T8 - 7. . .
& =T"p% =1Ind (N; P, ,p, /uf) » voir § IL3.4.
o= T Y =Tnd M 2, 0, 7))

= @2 ), om==Ind (M ’(@9)+ 0, %;,)°m voir § IIL3.5, £, (€,), sont les

représentations irréductibles des grou'pes_ nilpotents N, MﬂL E Aloys £ o= E,® g,

est une représentation liminaire, est nn sous-groupe invariant de G,

) ~ Ge RPN , p
T oo TQF , XF’— IndAb. Le _theoreme est prouvé.
" ° {

H

VII. EXEMPLES. LES INVARIANTS OPOLOGIQUES DES.C* - ALGEBRE DI GROUPES.

Dans ce dernier chapitre, nous illustrons les études, exposées plus haut,
dans les six précédenis chapitres par des exemples concrets. Nous anrons vu
la force des méthodes précédentes dans des cas particuliers,

Tout d’abord, les constructions des représentations irréductibles nous
donnent la liste compltle de toutes les repre’sAentations irréductibles. Puis nous
analyserons la structure des C*.algébres d'une classe assez riche de groupes
localement compacls par des invariants topologiques, Les résultats obtenus e
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presentent sous forme d’Appendice B, qui est entiérement un- article commun
de Pauteur et ses coliégues V. M. Son et H.H.Viet. Nous vy ajoutons seulement la
démonstration du théorédme 3 pour compléter notre exposé!

Enfin, dans le dernier pafagraphe, § VIL2., nous faisons quelques remar-
ques sur les exemples analogues dans lesquels J. Rosenberg et G.G. Kaqparov
ont développé les idées de l'auteur, -

VII. 1. APPENDICE B. SUR LA STRUGTURE DES C*-ALGEBRES DE GROUPES
PAR VUONG MANH SON, HO HUU VIET ET DO NGOG ZIEP

§1. INTRODUCTION

Le probléeme de décrire la structure des G*-algébres des groupes localement
compacts, non compacts et non commutatifs jusqu’a ces dernieéres années
restait encore ouvert. 11 y a eu seulement un résultat de JM.G. Fell en 1962
sur la structure de la G*-algébre du groupe SL(2, ) el puis quelques résultats
analogues sur les groupes SL (c.R), Sipin (4,1} etc...

En 1972, L.G. Brown, R. G. Douglas et P, A.Fillmore [1,2] ont construit une
théorie intéressante du K - foncteur homologique sar l'ensemble des classes
dequwalence des extensions (i.e, des suites exactes courtev) de C*-algébres.

- En 1974, D. N. Ziép [1] a doriné une application de cette théoric au probléeme
ci-dessus. L'idée est de chercher les invarianis topologlques dans la K-théorie
homologique sans décrire chaque €lément de la C*-algébre comme une
fonction sur le dual du groupe comme par le passé. Cette idée est ensuite déve-
loppée par J. Rosenberg [1] dans des cas analogues. ‘ ‘

Puis, en 1979, G.G. Kasparov [1] [2] [3]a généralisé le K-foncteur homolo-
gique, ce qui lui permettait, et & J. Rosenberg {2], de décrire les C*-algébres
d'une classe de groupes plus large.

On voit qu'une C*-algébre peut étre décrite 4 1'aide d'un K-foncteur
convenable dans les cas ol le dual du groupe a une structure topologique «as-
sez simple », La méthode des K - orbites nous donne des classes de tels groupes
de Lie. Plus précisément, D, N. Ziép propose de chercher des algébres de Lie
réelles résolubles ayant la propriété MD (resp., MD): Toutes les K-orbites
sont de dimension nulle on maximale (resp., nulle ou égale a.la dlmenswn de
l'algébre de Lie considérde).

Dans ce- travail, nous déterminons toutes les algébres de Lie ayént 1a pro-
priété MD (§2) et nous décrirons les G*-algébres des groupes de Lie connexes
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2. 2. Dans la sulle, nous considérons s(,ulunent Ie cas on gl U, parcegue

si gl =g, & est done commutative et par conséquent, toute K-orbite est de

dimension zéro et bien sir § est de classe MD.

LEMME (CRITERE) YID. L'algébre de Lic G satisfait & la condition D si, et
seulement si, pourtoul élément non nul X dans €, on a X,¢]l= gi .

Preuve. Supposons que & satisfait 4 MD. Alors pour tout F de &, n'induisant
pas & sar Q}I. ona d_im Qp = n, d'aprés 2. 1. Donc G = Ker fi, = 0. Suppo-
sons maintenant qwil existe un élément non nut X de €, tel que X419 &-.

Alors il existe un élément non nul F de @* n’induisant pas 0 sur g1 el que -
Fj X@] = 0, autrement dit, ( F, [X, g]) = 0 ce qui est impossible puisque
Ker B, = 0.

Bemproquement supposons que pour tout X non nulde 4, |X, gl— gl
Nous montierons que toules les K-orbites sont de dimension zéro ou n. Remar-

guons que pour tout élément F de €* induisant # dans r;1, on «
(F. [§:G]) = (F. §") =0

Donc Ker B, =¢= g;F ' D'otvon a dim G = n et dim Q, = 0. Il sulfit donc
de montrer gue pour tout élément non nul ¥ de G* n'induisant pas O sur g ,
on a dim Q = n,

11 est clair que si-pour tout élément non nul X de G, (X, §] — %; . Alors
Ker By = 0 pour de telles f01mes linéaires F'sur . Done, Gp = Ker Bp= 0,
etdimQF_dlmG-—dlmGF_n— 0 =n.

2. 3. Désignons par ad;. la restriction de l'opérateur ad, a gl

LEMME. Si l'algébre Lie ij satisfait d la condition Ffples opéraleurs ad;
~commutent enire cux, '

Preuve. Prenons arbltrairpment Yet Y dans @, alors d’aprés l'identité de Jacobi,
[Y (Y, X))+ [V, [LY]] + (X,[V,77]] =
D'aprés 2. 1., pour tout X ¢ g7 ¥, Y ¢ g, [X, [Y. Y]] =0
Dot on a '
[Y, (¥, X))V [X, Y]l =0,

¢’est-a-dire adY o adY. = adi,. o a’dY
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2.4. THEOREME 1. Toutealgébre de Lie réelle résotuble satisfaisani a lu condition
MD est isomorphe & l'une des algébres suivanies:

1. Une algébre de Lie commuialive,

2. Lalgébre de Lie affine réelfe.

3. L’algébre de Lie affine complexe.

La demonstration de ce théoréme est agssez longue, on suppose § non commu-
tative et on démontre que dim 9?1 = 1 ou 2 et ensuite 4 étudier chaque cas.
PREMIERE ETAPE: La dimension de gi est égale a 1 ou 2.

Preuve. Considérons la représentation adl de ¢ dans l'espace gi . Le critére MD
dit exactement que cette représentation est irréductible. De plus, les opérateurs

adi}, pour tous les Y e G, commutent entre eux, grace au Lemme 2. 3, [l en ré-

sulte de maniére classiqgue qu'il y a une droite complexe D de gic = gi ® C,
: ' R

stable par tous les opérateurs ady . Si D est égale 4 son imaginaire conjuguée
_ 1 . : .
p,ona D=58® C,oudC § est de dimension ! stable par tous les ad;.

SiD<D,onaD HD=0RC, oud gf est~-de dimension 2 stable par les
. R N

ad’,. Vu irréductibilité, on a = @' dans les deux cas.

Remarque 1. Nous avons eun une démonstration trop longue de la premiére

_étape, voir par exemple le méme travail dans le numéro 7, 1981, de la série des

prépublications de I'Institut de Mathématique d’Hanoi. Monsieur le Professeur
P. Cartier nous a fait remarquer gu’on peut abréger la démonstration de la
premiére étape commé plus haut,

DEUXIEME ETAPE. Nous démontrons maintenant les résultats suivants.
1. §i dim gi =1, § est Ualgébre de Lie affine réelle RI.RI, avec une basse

X, Y telle que
Y, X=X -

2. §i dim gi’ = 2,G est l'algébre de Lie aff ine complexe RZ2 . R?% avec une basse
X/ Xy, Y, Yy, on Xy, X, e‘gi , lelle que ’
Xy Xy=Yy. Ypl=0
[Yz"'Xi]z.-le [Yg’ X2]=.-_X1 .



Remarque 2. S1[Z, , 61| = [Z,, @' |'= 0,00 Z;, Z, < §, ulors[Z,, Z,]=0

En effet, d'aprés l'identité de Jacobi
2y, Z, L T)+ 2, . TL 2, |+ [T, 2,1} 2,1 =6,

VT, Z,, Z

g » Done [|Z,, Zy, T]=0

pour tout T de G, parce que | £ , 7] & gi . En raison du critére M D, [21 , Z, =0,
Prouve de la deuxieme étape. Soit G = gl @ L dans la catégorie des espaces
vectoriels de dimension finie

1. Premier cas: dim gz =1,

Seit A un élément non nul de 9’1 ,0n a c;f =R X et adt(g) = g’-’ icrit’ére

MD ). D'ow, on a ady (L) = &%, Soit L, == Ker (ady, ). II existe un élément non
nul ¥ de L tel que
L=RY®L, et¥,X]=X

Nous- allons montrer que L, =0. Si non,.il existe un ¢lément non nul
Y,eL et [Y,, Y]=2AX. Alors il est facile de déduire que Y, + X, gl =10,

ce qui est contraire au critére ¥D: On en déduit que dans ce cas & est ’algébre
de lie affine réelle ayant une base {X, Y} telle que |V, X] =X.

2. Deuxi¢me cas: dim ¢! = 2.

~ Considérons encoreune fois la représentation ad’ de G dans gi . Le critére 3D
est exactement la condition que cetie représentation est irréductible, et les

0pérat_eurs'ad; commutent entre eux, pour toui Y de §, laissant une droite com-
plexe D C QIC = ¢! @ C invariante, D D, D § D = gé. Comme D = D, il

. . R . '
existe Z € D tel que ReZ = X, ¢ g, X, #0, ImZ = X, &l X, 5 0.

Comme D est invariant sous 'action ad de , puis comme &! est commuta-

tive, nous pouvons choisir Y, € L, tel que ad ¥, ID == :I,.autrernent dit
Y, , X;1=Y Yy, X 1= X, [X; » Xy =0
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Comme dans le cas non trivial (I'algébre § n’est pas commulative) la dimen-
sion n de G est égale A4 la dimension des K-orbites de dimension maximale,

¢=2¢" @ L, dim ¢! = 2 el enfin ad}.l (&) = %, nous avons une conclusion:

dim (Ker adl;, ) est paire,
Yy
'Donc, il existe un élément )'2 & Ker (ady ) tel que ad; = {, autrement dit
_ i P

Yy, Yyl=10
[}.? Ny = X;g
Yy, Xy 1=—4,

Par conséquent, on a une décomposition
~RX GRY, ® R, &RY, DL

R

= (31 ] LI (] L.’-’

=

Alors dim L, e .Lpaire, elsi L, nest pas nul, il doit étre de dimen-ion > 2.

Sivegl @ Ly, ad, (§ & L)=0
(’est pourquoi _
ad,: L;—¢l ,¥vveglalL, _
sont des épimorphismes; Mais dim L, == dim gl =2 -
donc ady €180 (Ly, ghy.
On a ainsi une application 1i;1éaife
G @L,—10} 180 (Ly, §)

De plus, cette application est injective en raison du eritere MD, C'est im-
possible, si dim L,= 2.

Done L2_—=b, et g :gz 3y Ly
- g’l:{\-;,x?;-Ll:{YI,Y‘?}
[ X, Xyl =Y, Yol=0
[V, X 01=X,1Y,,X,]=X,
IV Ny =X, [V Xy = X
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§3. DESCMIFTION DES % - ALGEBRES DES GRO! PES DE LIE A L'AIDE DES E -TONCIEURS,

Dans ce paragraphe nous allons décrire les C*-algébres des groupes de
‘Lie dont les algebres de Lie sont de classe MD.

Rappelons d’abord les définitions et quelques propriétés nécessaires des
K - foncteurs homologigues.

_3.1. K-foneteur homologique Ext () (Voir L.G. Brown, R.G. Douglas —
P.A. Fillmore [1}).

Soient X, un compact métrisable, C(X) la C#*algébre des fonctions
complexes continues sur X, H un espace hilbertien séparable sur le corps de
nombres complexes C, L (H) et K (H) les C*-algébres des opérateurs lmealres
bornés et compacts, resp., dans l'espace H. '

Une extension de K (H) a laide de C (X) est un couple (6, ) oU & est une
sous-C¥-algébre de L (H) contenant K (H) et l ‘opérateur identique [ et ¢ et
un*-homomorphisme de ¢ sur € (X) & noyau K (H).

Deux extensions (éi’ ¢4) sur Hy et (64, ¢,) sur HQ sont équivalentes, s’il
existe un *-isomorphisme ¥ : Gy 6, tel que Py © h= B+
Une extension est donc une suite exacte courte
, e :
0KH) 767 CX -0 *
_Deux extensions sont équivalentes s’il existe un *-igomorphisme ¥ : 62—> Gy tel
que le diagramme suivant soit commutatif
0—>1&(”)2 — 62—9 C(X)-—)O

MPIK(HQ)‘W ‘1d .

- O-—»K(HI)—rél——EPC(X)-—bo
Daprés R.C. Busby {1] (vois auss Ch.V, ci-dessus) nous avons la définition
équivalente suivante:

Une exiension de K (H) a laide de C (X) est up * -monomorphisme

unifére T de C (X) dans l'algébre de Calkin -4 (H) L(H)fK (H).

Deux extensions T, et T, soni equwalentes, il existe un opérateur unitaire

U:H,— H, tel que 7,= Tyq, OO apt oA (H;) — (H,) est V'isomorphis-

U
me intérieur induit par U.
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Leextension ©: C (X) 755 4 (H) est dite Iriviale sl existe um* -mono-
morphisme o: C (X) T2 L (H) tel que T =m, 0, ouw; L{H)—4(H) = L(H/K(
est la projection _canonique. C’est equivalent a la condition que- la suite exacte
(*) soit scindée. '

La somme des extensions T, sur H, et’t, sur H, est Vextension T; + Ty ¢
C (X) (S oA (H, @ Hy), définie par '

(T, + () () =1 D T(eAH) G A H) S AH D H,))

L. G. Brown, R: G. Douglas et P. 4, Fillmore ont démontré que:

1) Pour chague X compact métrisable, Ext'\(X) est un groupe abélien dont
Pélement neutre estlaclasse d’ équivalence de Uextension triviale,

2) Ext(.) est un K-foncleur homologique. En particulier, le groupe Ext (X)
ne dépend que du type homotopique de X et il existe un homomorphisme ‘
y_: Ext (X)— Hom (K- (X), Z) qui sera un isomorphisme dans le cas

XCRa

3. 2 Groupe de Kasparov et K-groupes

3. 9. 1. Groupe de Kasparov (voir G. G. Kasparov [2, 3]).

Soient 4, B, E des C* -algébres, K lalgebre des opérateurs c¢ompacts
dans un espace' hilbertien, Considérons les exlensions, ¢ ‘est-a-dire, les snites °
exactes courtes des C*-algébres '

! 0—>BRK—>E >4~ 0 _
Deux extensions sont dites équivalentés, s°il existe um * -isiblfldrphisme P
‘E —» E’ tel que le diagramme suivant soit commutatif :
. B
0>B@ KL Lpia—0
. E! .

L’extension est dite friviale, sila sui.té_g'xacte courte est scindée.

.D’ aprés R. C. Busby, nous pouvons identifier chaque extension avec un
« -homomorphisme dé A dans' I’algébre extérieure multiplicative de
B@K:1:4 -0 (B K). ' ' '

* La somme de deux extensions T, ét T, : 4 - 0 (B ® K)est Pextension
1, 01,:4>0BOK O OBRK)SOB®K) @M, =0 (BBK
ot M, est l'algébre de 2 X 2 -matrices sur C. " . '
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Deux extensions Ty Ty sont dites stablement équivalentes, s'il existe denx
extensions {riviales 54, o, telles que T; 4 o, et 1, 4 o, soient éiluivalentes:

Quand A est nucléaire et séparable et B posséde une unité approchée
dénombrable, l’ensemble Ext (A, B} des classes d’extensions stablement
équivalentes est un groupe abélien.

G. G. Kasparov [3] a prouvé aussi que Ext(.,.) est un K-foncteur homo-coho-
mologique. J. Rosenberg et C. Schochet [1] ont démoniré aussi la formule de
Kiinneth pour ces groupes. ’

3. 2. 2. K-groupes K, (4)-
Soit A une C*-algébre avec élément unité. Par définition, K (4) estle groupe

de Grothendieck du semi-groupe des classes d’équivalences des A-modules
projectifs de type fini. ’

!

Quand A n'a pas d’élément unité, on définit
K (A) = Ker (£, (A1) —= K (C) = Z),
ou 1’algebre A* est déduite de A par I’ ad]onctlon d'un élément Umte formel.

Cette délinition cofncide avec celle donnée ci-dessns quand A posséde un élé-
ment neutre.

Pour 4 = C(X) avec X compact on pent identifier Ko (A) avec le groupe
topologique K° (X) (voir M, Karoubi [1]).
On définit les groupes Jlr{“1 () de la maniére suivante

K Ay g ,(1®C, R"), n>0.

Le théoréme de périodicité de Bott affirme que K (4) et K, (4) sont iso-
morphes.

On a le théoréme suivant (voir G. G. Kasparov [3] et A: Connes {1]): Pour
chaque groupe de Lie résoluble connexe et simplement connexe G.

K, (C(6)= )Z si dim G est paire
— impaire

*, — 0, si dim G esl paire
K (@)= 32,—— — -~ impaire .

3. 2. 3, Relalions entre les groupes Ezxt, et K,

-

Nous donnons maintenant des relations essenticlles entre les groupes
Ext, (4,B) et K, (B). Rappelons d’abord gue chague extension
0—->J>E—->A-0
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induit une suite cycligne de K-groupes
K (E)->K_(4)_ -
- /rko( )R ( )\7
K, () K, ()
_ K (A) <« K, (E) 7
.SiJ =B ®K, K=K(H),on peut identifier K, (J) et K, (B), d’aprés une
antre définition équivalente de Ko (.), le groupe K (A} se compose des diffé-
rences formelle des classes d’équivalence de projecteurs dans A @ K,
On a donc une suite exacte cyclique de la lorme
/{Ko (E)— K, ~(A)\x '
K, (B) . K (B
K, (4) — K, (E)
Chaque élément de Ext (4,B) indrit donc un couple d’homomorphismes

des K-groupes et on ainsi un homomorphisme.
T: Ext (A4,B) — Hom (K _(4), K, (B)) @ Hom (K, (4), K, (B)),

~ J. Rosenberg et C, Schochet [1} ont prouvé le résult‘at, suivant:
On a la suite exacte .
0 — Exty (K, (4) K, (B)) @ Exty (K, (A) K; (B)) — Ext (4, B) - Hom (K, (4),

K, (B) @ Hom (K; (4), K, (B)) —~o0

ot A et B satisfont aus conaitions citées dans leur article commun.

Donec, pour décrire les Cralgébres des groupes de Lie a I'aide des K-foncteurs
Ext (.), il nous faut:

1) Construire des suites exactes courtes de C*-algébres pour la C-algebre C*{G).

2) Déterminer le groupe Ext puis l:indice, de C* (G) dans ce groupe (voir
Appendice A), ~

Maintenani nous allons décrire les G*-algébres des‘groupes de Lie dont les

algébres de lie vérifient la condition MD.,

A. GROUPE DES TRANSFORMATIONS AFFINES DE LA DROITE REELLE

Conasidérons Ie groupe des transformations affines de la droite réelle

G =Alf R = {(a, b);aeR* ,be R}

avec le produit
(a0, b) . (@, b)) = (aa’, b + ab)
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A. 1. TEMME (ct. 1. M. Gelfand — M. A, Naimark [1]).
A équivalence prés, chaque représentation unitaire irréductible de Aff R est une
des représentalions deux a deux non équivalentes sutvanies.

1. Représentations untldires U?\ ¢ =0,1,% e R, dedimension 1
UEA (a,b) = a|™(sgna)’, g = (a, b) ¢ Aff R.
2, Représentation S dans I'espace hilbertien H = L2 (RS *2)ol R* =R — {0},
d'ax — dz,” | x| ,'S (a, b) f (@) = €% f (2a) |
.Prenve. {1 est clair que Alf R = R*.R oule point sigﬁifie le prodﬁit semi-
direct. Dans ce cas, N g R est un sous-groupe invariant commutatif de Aff R.
L’espace dual N de N est donc ensemble des caractéres Xz\: tels que
%y () = eM oiine N, A= R.
Le groupe Aff R opére sur leé dual/ﬁ =~ R par la formmle
‘ (g - %) @) =% (gng~7 )=y (am) == Wy (1),
o1 g = (a, b) cAff R. Alors g. Xy = Xy o+ Gest pourquoi dans N, ily a seulement
deux orbites {0} et R——{O}.D aprés la théorie de Mackey, I'orbite {0} correspond 4
une série de:s rei:résent‘ations U S?\ de. dimension 1 qui éont les prolongements de la
‘lfeprésentatién triyia:le 'KO du sous-groupe N, Lareprésentation uni;aire irréductible
de dimension iﬂfinies S correspondant & l'orbite R — {0} est induite par la

représentation %, de N. Dans ce cas, le stabilisateur GXI est égal 4 N, Alors la

representatzon S est de la forme
S{a, b f(@)=exp(Dd ) f (xa)
qui est réalisée dans I'espace hilbertien L’ ( R, d*x).

A. 2. Nous prenons comme toujburs les C*-algébres’ ayant un élément unité
. (celui-ci peut étre ajouté tormellement). Comme il sera clair par la suite, ia re-
presentatmn S est fidéle. D’autre part, S est une représentation de type I. Done
gon image contient tout I'idéal des opérateurs compacts K(H), ou H = I? (R ’

d*x). Nous verrons eusuite que C*(AffR) /- K(H) est commutative (cf. A. 5).
Dol nous avons une suite exacte courte

0 -> K(H) — C'AHR) - C(X) -0

C’est bien l'ordre que nous allons suivre maintenant.
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LEMME. Soit ¢'e L¥Aff R, d"adb). Les conditions suivanles soni éguivalentes
N g
e e E,kt’.s’.er Ui\_

2) J}'mqﬁ (a, b} db = O presque pariout pour la mesure d*a.

' +eo . . * .
-Preuve. Soit 1y (a) = [ ¢ (a, b) db. La Tonction 1'(a) étant une fonctionsur R —

{0}, se décompose en la somme d'une [onction paire 1Py et d'une fonction

impaire ¥, .

On a
pe nRerUS & flait (sgna)® @ (a,b) d*adb=0,% A, e <>
g, A 0 <l|el << + o .
—oo b < 4 oo
f o]t (sgna)® (a) d'a = 0% A, ¢

0 < laj<<+ oo
Comme v, estune fonction paire, ¢, impaire, nous avons

{ ety @da=0,1cR ’
0<"]a|l<< + oo
f |a[';‘1p1 (a) sgna d*a =0, ¥ A ¢ R
0 <la| <Feo | ' |

' Nous avons les conditions éguivalentes

[ Ly (a) da =2 § @My, () da=0, % A
o<lal<<+o0 0

[ |ﬂ|’7L (@) sgna d‘a = 2f a'lap (a) d'a =0, ¥ A,
< Olaf<< 400

eiMna . (el79) ding == 0
i)

'j‘”ei?\.[na ¢ (2% dlna = 0
t]

i
A

Soit @’ = Ilna, on a
+m : ) t)
Ty (eyda =0

+f° eiha’ by (e“)da = 0
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Or la transformation de Fourier est fidéle (sans noyau), d’ol

Py (e%) = 0 pour presque tout @ &€ R |

Car vy, est paire, Y, est impaire, nous avons tout de suite
Pa) =0, a e R. ' ) #

' oo
A.3. LEMME, Soient ® ¢ L! (Aff R, d*adbyet | @(a,b) db=0 presque parioul

-0

pour la mesure d*a. Alors § (Cb) est un opérateur compact, ot S est la représenta-
tion de dimension mfzme dans le lemme Ad.

Preuve

Premier cas. Supposons que ®(a,by = y(a) X(bi, ot
pell BY d'a) n L* ®*d'a), [y ,2+0

' " too
%e Ll (R, db), ,I #(b)db = 0

-

Nous. demonrrerons que lopérateur S(®) qui opére dans l’espace hilbertien
L? (R ,d T) ‘

[S(O)f] @) = [T exp (ibx) f (za) & (ab) d'adb
pour f & L? (R*, d* ) est un opérateur compact.

En effet ) o

[S(O)| (z) =% @) f(az) 1 (a) d*a,
: 0<lal<<-oo

B .

ea

ot X(x)= f { cxp (iboy. % (b)db est limage de Fourier de % ¢ L! (R, db), A1§1~s
on a les propriétés suivanteé‘: |
a) %(z) est une fonction cont-inue

b) %) tend vers zéro & V'infini .

¢) 0= jj: %(b) db = 0, par hypothése.
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D’od pour tout nombre positif ¢ , il existe un nombre .V > 0 tel que
| Z.(x)] << ¢/A pour tout a:;.|:r | < % ou |x| > N,
ot

A=( Jp(@P d'a)'ls = fyl2k0
(_)<}a|<+‘°°

Nous choisissons une fonction continue 0y () telle que
0 = 0y (x) = 1, pour tout z € R et,

Opour x| <IN+ DHou |x]|> N4 1
iy () = ' .

1, N =z =N
La fonction rf((:v) i1 — 0y (x)] est donc continue et, de plus,
AUy |1 — 0y (x)} = 0 pour tout :c'ltcl que /N = ]jr = N et

A(x) [1 — 8y (2)]] = ¢/ 4, pour tout ' R,
Done

max | X(x) [1-- 0y (2)] | = /4,
x£ER ’ -
Nous considérons l'opérateur 4, de la forme suivante '

(A ) (@) = 0y @T (@) S f(za) v (@) d¥a
Alors

1(S(®) — A,) F1 12=0<%x{<+m1 (T(@) [ — oy @) 0<l£]<_m
= o (@ da | s ‘
Puisque 'ensemble des fonctions lisses 4 support compact est dense dans
Li(Re, d*;u)r\Lz (R, d*a:)l nous pouvons, géns restreindre la généralitg, 'supp;)ser

que | est & support compact, En posantc = [ d'z
‘ suppy
nous avons done

(S (®) — dy) 7125 = ¢ . max [ X@) [1 — oy (3] |2 /1 @a) v (a)] 2 dradz
rxe R . , .

ho

=c fl—;,-.uw(an? (f1f(za)|® d*z)d* a=
gc-i;.flw(a)lg d* alf} igr-c-ez‘.nf;z?
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Dron || (S (@) — AN) fil==VYe¢ .e.lfil, antrement dit
![S((D) '_AN HE_V? -

Donc, prenant ¢ = ¢ — 0 , nous obtenons une suite d'opérateurs A

n—r ce n
telle que _ l
1S(@) — Ay T— @
n . n~—>co

' Crest pourquoi il suffit de montrer que tous les opérateurs A, sont compacts.
Ay @) =0y (@)% (x)ff(m a) (@) d*a =

=0y @)% (@) [ F (&) ¥ (§/x) sgn (/) d"
=ff&(x,E)f(E)d Es
< on K (2, £) = 8y ()% (2) ¥ (&) sgn (€5)
Nous allons vérifier mainienant que

- | K(z, g)|2d*xd*c<+w !
‘ _ s <lzxDlEl< + o
En effet ) .
fIK @38 12d g=J10, (@)% @) 1. 1% E=) Pd =

=loy (@ X (@) 12 jv e

La fonction gy (). % (x) est continue et hornee donc elle est de carré mtegrable
Il en résulte que

/ T (@ 812 50 qe o
0 <|x]< +oe (0 <|E]<Hoe dyd =

! 11X @y @12 dz vz, =

' 1 T(2) 6y @ dThvl , <+ o
o<zl <N +1 N 12 .

Donc ff | K(x, §) [ d* zd* & < + o
‘en raison du théoréme de Fubini. Donc A est compact Ceci achéve la démons-

tration pour le premier cas.

Denxiécme cas

Nous abordons maintenant le cas general Soient ¢ ¢ Lf (Aif R)

et b (a, b) db =0 presqte partout pour la mesure d* a. Comme @ ¢
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(Ail B o abd) clle estapprechée pour lanorme . f| (7 par ane suite de ia for me

\. -
‘11

CD (@ )= v, (@) % (0) = @ (2 b)
{ k=1 ' | |L1

ou yp, = L' (B d* @), % eL! (R, db).
Puisque l'enscmble des fonctions continues borndes est dense en méme

temps dans L’ (R*' d* a) et L’ (R*, d*a), I! A L? estdense dans L7, Donc on

peut supposer quey, € L' nL?, " : .

i

En excluant les 7, telles que || V. lI 2= 0, on peut supposer que chaque

fonction ¥, , %, satisfait aux conditions du premier cas sauf }.ajcondlt;on

+ oo ‘ ¢ . : ) A N T
I %y (b) db = 0. On va corriger les fonctions X, telles que cette conditionl

soit satisfaite,

' Soit «, =:LZ %, (D) db. Donc,
Na ‘ CONg Feo +on
[ Z 1 wp (@) ] =12 Y (@ f %, b)db—] ®©(ab)db|<
k= k= e : e ) =

Fas Na ’
'_g‘ R 21 ¥, (a) 'X,k () — @ (a,b) | a5,
k= )

-po

On prend l'intégration par rapport é la mesure d*qa,

Np
! JERANC | dra < 71 ®, (@ b)-q> (@, b) | d* adb =
0 < |al <4 k=1

=) D, —~ @, | L~ 0 l
Donc
Na
) S w (@) | da - 0 *9
. 0 <<ia| <s. | k=1 R |
Soit e (.) une fonction de ! (R, db) telle que

e(b) = 0,beR, J e(b)db =1,

On considére alors la fonction @, de la forme
. NH .
D, @ = 2 0@ [ ) = s e )
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On a

, ‘ Np . N
| D (a,b) — D (a,b) | <| ki;{ P (%, 0y — D (a,d) |4} 2 Hicckvpk(a) | eh)=

o - N,
=] & (a,b) — © (a,b) | + | 21 @, P, (@)e@)].
Donc
lo—® | ;= [f | @ (a,b) — @ (a,b) | d*adb <
L O<1a[<+°° b
— ooz h =<t oo

< | &, (a,6) — © (a,b) | d* adb +
= 0= lo} <+ oo :
— ea= ~Z oo
"N
e, () | da
0<|aj<too k=1 "
Ny
= || (D” — @ '1_1' 4 I z @, (@) | d*gn_-,.;gq

2 0<|”|<+oo =1 .

daprés (*) et (**). Bref, on a | d— @ | 1% Mg 0
N n

P

too *
comme :fm [%k (b) — o . (by} db = @, — a, = ), pour tout k, on a donc

construit une approximation de la forme.

AT .
. n &
¢ (aby= Z v, (a)% (@—=>= _ O (ab), ot
" gy MO T T ® 0008

Vp € (Ly [1Ly) (RY doa)s I, 1Ly # 0, %,
LY +w
Ry € Ly Rab) [ 0 (0) b =0,
Draprés le premier cas tous les opérateurs § (), - %,) sont compacts : Donc S(D) -
est compact. On a prouvé le lemme.

A. 4, LEMME. La représentation de dimension finie S établif un isomorphisme
des (*-algébres. . s

N Ker U — K (H)

£, A A

Preuve.

1) Nous montrons tout d‘abord gue la représentation S est i’idéle,' autrement
dit, si ® ¢ C* (G) et (D) = 0, alors ® = 0 dans C* (&),
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En effet, d’aprés le résultat de J. M. G. Fell [2] toutes les représcntations

U.i sont adhérentes a la représentation S dans le dual G dun groupe G = Aff B,

c’est-a-dire, si S (¢) =0, alors U; () = 0 ¢, ¥, Donc sap l= ($) | = 0, ie.
‘ n:G
161 g+ gy = 0s ot $=0.
2) D’aprés. les lemmmes A. 2, A. 3, on a
S( A Ker US) 5 K (H).

€y

1j reste & montrer que S( n Ker U, = K (H).
Puisque K (H) est une C*-algébre élémentaire (voir I, Dixmier {1])il suffit de

montrer que S{ N Ker Ua) est un idéal fermé bilatére de K (H).
g, A

Soient K eS{ n Ker U;), AekK (H).‘ Comme le groupe considéré est de
g, A : -
type I, S(C* (&) contient tous les opérateurs compacts en raison du théoréme de

1. Dixmier-Glimme-Sakai. D’our il existe ¢ € C* (G) tel que S (p) = 4. Soit K =
=8(p;), on g, & Er\x Ker U;. Donc

A K=S8(@) S(b) =S5 ¢;5)

K. A =S(¢1)S(¢’9=S(¢1* ¢)-

Puisque U5, (#+ ¢,) = Uy (#) U (6,)=0,%¢, A, on a g+p, & n, Ker U
Ey .

donc S (p+ ¢1) eS¢ ‘nh Ker U;) et A, KeS( r\l Ker U?L };, D’unc ~maniére iout
€, z

analogue, on 4 K. 4 € §( aner U5). Dou S (A Ker Uy)= K (I).

g,
A. 5. THEOREME 2. On a la suite exacte courle des C*-algebres et des *-homomor-

phismes.
0~ K(H - C* (AffR)r = C(S1V 81y -0

Démonstration. S est f{idéle, C* (AffR)* peut étre identifiée A son image

S(C* (ATTR))*). De plﬁs, mous avons montré que K (/1) == n Ker U;\ est un idéal
bilatére fermé. Donc nous pouvons considérer la C*-algébre C* (AfiR)+/K (H).
C’est une algébre commutative ayant un élément unité,
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En effet, _
Us @y — ) =U; @YU O — U3 W) U (@) =0%2 1

Dicit g G —e P € Ef\ Ker UE}_; et par conséquent, dans D'algebre C* (ATfR)*/
9

JK(II), on a ¢s $ — P+ $ = 0 et C- (ALfR)*/K (H) est ume Gr-algébre
co_mmutative, . - ' :

Il est connu gue tout idéal maximal de € (AITR)*/K(H) peut étrc obtenu
a partir d’'unidéal correspondant de C* (ATfR)* contenant K (H). D’aprés la des- -
cription des représentations jrréductibles de C*(ALfR)*, il est elair que Spec

C(ALE RYT/K(H) ~ s? v S!. Auirement dit, on a une suite exacie eourte.
0 <> K (H) — C* (AfIR)* — C (SLV §1) > 0.
A. 6. Dés le débnt de ce paragraphe, nous savions que
Ext(s! v §")=Hom(K (8" v §'), 2).
Puisque KISy 81y~ ZOZ.
onsa lHom (K“I(SI \/ st ),Z) = ZEBZ. .
" Done Exi(s! v STy = ZOZ.

THEOREME 3. La Cralgébre C*(AffR) correspond a l'élément Index C*(AffR)=
= (1,1) dans le groupe Ext(S! V Sy ZDBZ ,

La démonstration est assez longue et nous la divisons en quelques étapes

Al

successives. _ _

A. 6. 1. Tout d’abord, nous gonstruisons les générateui'g du groupe abélien
libre Ext(SI \/ $1y=Z@Z . Sirement, la compactification par un point du cou-
ple de deux droites paralléles est exactement §'y S!. Alors nous pouvons énu-
mérer les points de ST y s? par les couples des nombres (Ae),heR, =01,

[ .
x=s!y ST = {(he)s A & By = 01} v {oof.

On a bien sar = (S'V/ S’ defrsty/ §7, €] = Z®Z, ou €' = C — {0}. Plus
précisément, soient k,! ¢ Z deux nombres entiers, '

exp [k.i2.arccigh/2] , sic = Oh 6 R
g, (M) = lexp[Lizarceighi2] ,sic = 1A € R
1 - ’ i A = oo 4

Alors; les classes d’bomotopie [g, | des fonctions g, , forment le groupe Z&
a denx générateurs [g, ,let [_g:,io] , [-gk'l] = {gl,o]k .. [90,111 -
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A. 6. 9. Nous nous rappelons, que pour un compact mélrisable arbitraire X,

" on a une suile exacle courte
L]

0 — Ext (K°(X),Z)=Exi(X)'3 Hom(K ~1(X),Z)~> 0

(voir par exemple L. G. Brown, R. G, Douglas and P. A. Fillmore {1]. J. Rosen-
berg et G. Schohet [1]). $i X' ¢ € etdim X =< 1, 'homomorphisme ¥_ est un
isomorphisme. (voir L. G. Brown, R. G. Douglas and P. A. Fillmore [1]). Com-

me X ¢ C, K~ I(X)= [X,GL ] = [X,C*= =7{X). Soit T une extengion arb1tra1re

T:C(X) C_,4(H). Alors pour les éiéments inversibles g € C(X)*, (g) sont des
éléments inversibles de l'algébre de Calkin A(H).

Done, ©(g) est défini par lindice de Fredholm et puis Indt(g) n'est dependant
que de la classe d’homotopie de ge C(X)".

Done, notre extension 7 correspond a un homomorphisme de Hom (:rtf (X),Z),
X=4# v 8§, qui n'est autre que la lonclion Ind T (.) sur ZDZ,
Indt{[g, ) = k. Indt(91 0) + L. Indz(g, ).

Notre représentation unitaire de dimension infinie S définit une sulte exacte
courte
UE:
0 — K(H) — C’F(AffR)-», ey - o,

donc tne extension 7.

Nousremarquons que si¢ € C* (AT R), etUa(qﬁ) =g(he)e=0,1, A e R,
oll g § C(SI vV Sl) Alors d’aprés A. 4, $(¢) est ainsi un operateur de Fredholm
et de plus, Ind (S(¢)) = Indt (g)

Donc, nous devons:
a) Construire les éléments b1s ¢2 de C* (ALl R) lels que -

D’;(@Si):gi,o (A, £) B P
U; (952) = 9, 1 (A €}

B) Calculer les indices de Fredholm Tnd S(g;) = Indt ([g;, ,]) Ind S(8y) =
= Indt([g,, 1]). Notre indice cherché sera bien
Index G* (Aff R) = (Ind S(g;), Ind S(3,))

A, 6. 3. LEMME

foo :
19 — 2 [ expf—2lal|+irajda=
_L 3[ la| al I

_109



+ee
202 [exp[—21a|+ iha]sgnada = 4i

-

A4

Preuve du lemme. ,

+
19 -—2_"\‘ exp[2la]|+ila]da=

A oo Faa . .
= 2 f 3_2}“! coshada — 21 f e—gl_a!sin rada =

o0

+oo

=—4 | e * coshada = —4 G, ot G = [ ¢ coshada
) 0 : o
Apres-l'intégration par parties, nous oblenons
’ 1. a2 2
G=—-—_—0 done, & = =,
2 4 A2 4

I’assertion 2% est prouvée de fagcon analogue.

A. 6, 4. LEMME,

: . ' — 8 A
exp [i2arceqt (A /2] — 1 = 3
Pl rg(/.)]l e TR

Preuve du lemme.

Soit « = 2arcctg 12"— ..Alors -% = cig %— = I et exp [i2arcctg %] =" =
(L)z s
o 21 a 12) —1 27
s= COS«¢ - 1sine =: 1 ERPEENY + f 5
SRR
5 ) T.1 9 ) t1
A2 — 4 A
. A .
A2+ 4 Tt A2+ 4
A.6.5. LEMME, Soien
{a) =1 . : i=1,2.
¥ (@) — 2¢%(sgn @) ™1 [si0<a] <A ‘ ’
Alors . _
1% o f iajilipi(a)'da/|a]=exp[i2arcctgi]—1
0<|a|<<-to= 2
[ 14"y @)sgnadas | =0
. i\ ‘
30) f | a[" vy(@)da, |aj=0



'y ) ' R
40) 1a " v,(@)sgna da/ Ta | = exp[fzam etg %J -1

0<[u|<-to0

" 1]
Preuve du Iemme,

© 1 ety @dgld= -2 [ 1af*7? dafla] =

0<‘a}<+-°° 0 <<|al<?
, 1 A 3 1 2 +a‘ 0 P . h +
= 4 [ at?? daja = —4 | SETINRE (ing — 4 | ete +iM g —
0 _ 0 =

0 . g 0 . —oh ol s
J [—26%¢ 4 2sgna . ¢ | dar = | eiha [ — 2e 2a’] 1 2sgna’ —é Za'] da’
Comme —2 4 2sgna’ = 0, a* > 0, nous avons

+fme"l“’m21“‘i [—2 + 2sgne’] da’ = 0.
0
Donc

§o a0 dafe) = eita’ [ —2¢7 T 1 2670 lsgnar) dar =
0<lal< .. : —=
== + 4

3
A2 4 4 32 44

Les antres intégrales sont calculées de facon analogue.

= exp i2arcetg ——g—‘ — 1,

A.6.6. LEMME Sofent §_(a, b) = v, (a) Zi’;_ﬂ. exp (—b°12), b, =@, +1,i=1,2,

oit 1 est l'unité de C* (AffR). _
Alors U;(qﬁl) =gy (he) s reR, e=0,1,

UE?:L (Pg) = 9.1 (hMe) ; AheR, =01
Prenve du lemme. -

Ul (%)= _If ™ (sgna)’d; (a, b) dadbfla] =
(]-<l(1|-<‘1'_'\Q
___M<b<:+°°

+Dq .
— f:S exp(~b2/?) db S lali?L (sgn a)efug. (aydaj al ,
V= i

0<|aj<<*oceo

A. 6. 7. Donc, nous avons cherché les fonctions ¢,, i =1, 2. Il nous reste
seulement a calculer les indices IndS(g, ), [ = 1, 2. Pour le faire, nous précisons
" tout d’abord la forme des opérateurs S(]bl. ), i=1, 2
®
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Drapras la définition

+ oo

[S(Egi) fl@ = —VE/—:W_ S expl — ibx — b2 12)db IS\ f(xq)a2 (sgna)i_jda/|a|
. - f<|al=sl ’ )
_ ) -
-2 oxp(—-:c2 12} S f(xa) |a| (sgna)'_i da
. S/
Donc
4 1 . - .
(S, )Flw) = Fl@) — 2exp (—22/2) | flaa) lal (sgne)’™" da
: -1
considérons les équations
1
f(z) — exp(—z2/2) \ flaa) | da=0 (1)
21 ' .
1 -
fa) - exl’a(—x’ 2 \ faa)yada =0 @)
-1

A. 6.-8. LEMME. Quand, elle exlsfe, chaque solution de l'équation (1) (I'es'p,

'équation (2)) est une fonction paire (resp., meatre)

Preuve du lemme. Soit f une solution de (1) Nous presentons f comme la

somme de ses parties paire et impaire f =f; + f, o f =02 fy=(f— fyi2,
f(a:) = f(—x),xe R . Alors, pour chaque x {ixé
f fy(za)) a|da=0
Alors, d’aprés (1), -
f(x) = exp.(— o* /2)f f(xa) alda—exp(—w /2)f fi(wa)la | da=

=€Xp (—x2/2) J; fi(—xa)lalda= f(_x)

La denxiéme assertion peut étre prouvée parun raisonnement tout analogue.

De ce lemme, on déduit qu'on doit résoudre les equanons (1) et (2) sur le
domaine 0 < < » en les prolongeant sur le domaine -;- oo < T < 0 par la
pmprlete A, 6.8

A. 6.9 LEMME. Dans Iespace L2 (R*, d* a:), oud* r=dx|\| x| yon adimKer
(S(9, ) =1, i = 1,2,

112 | | ' o | '
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Preuve da Lemme.

Pour les valeurs positives de @, les équatibﬁs (1) et (2) ont un méme type
J ,
fra) —dexp (—a?/2) ) f(rxa) a da = 0,
0
ou meme

[ (@)= 4 [exp (=¥ ) 2*). [ &f (%) ds @
o ,
Notant F (x) = Ff(;) £di, on a une équation différentielle
[+] .

4 —a? ‘
Fr(a) texp (=22, () =0 : @
. xr R
En donnant Ia valeur de F en un point z,, 0 < x < -+ nous avons de

facon unique la fonction I (x), et done o '
' - - f (%) = F (z)x,
I1nous reste seulement a voirsif (x) dppartient a L? (R* d*x).
Pour le faire, nous devons considérer f(x) quand = — 0 et & —»oo,
Soit f (x) = F'(x)}/x, oit F(x) est une solution-de I’équation (4), alors

X
o f(x) — 4 exp (—a®2) [ (L) tdg = 0
- ou, de maniére équivalente : R o
xPexp (+ :c?/ﬂ) flx)=14 fwf & tdg
- o '

(o . exp (x¥2) f (x)I' =4f () 2
[22. éxp (x| 2)f ()1 :4exp(-—x'2 [2)
2% exp (2%/2) f (x) I
Ln|a? exp (% 12)f () | = 4 ] exp (—*[2)d" + ¢

4]

- ¢, Qua—nd.’v;—»m
, 4 1nx 4-¢, x—0

oli 0 < a-=< +os, ¢y, €ys C sont des constantes

Alors

71 :

) 2 ; ef '

xexp @ /2 f(x) ~; vdnd x—oco
P ¢ m4ec2 1 T — )

;2 2 - quand x o0
~ @ cexp (x*/2)
Donc cette solution f est de carré intégrable relativement & la mesure

d*x = daf E_:c | sur R* = R— {0}
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A6.10. LEMME Limage tolale L} (R, d* &) relativemenl & [lopératewr S ;)

esl Jense dans L2 (R*, d"2), el par conrséquent Coker §(p;) = {0}, i=1.2.

Preuve dn lemme. Nous divisons la preiive en quélques étapes.

1v) Sofent g (x) une fonction paire el f () une solution de I"équation
1

(S, )1 @=f (@) ~2exp(— a:2/2)_f1 f(wa)|a|da= g@
Alors [ (x) est une fonction paire, 7
En etfet soit f == f, -{-.f2 la décomposition de f ala'somme des parties
paire et impaire. Alors

1
[ [y @a)la] da= 0
~1

4

et donc

’ i
f@=2ewp @Y Jfy @olaldatg(@

1
=23xp((—~x)9/2)£1f1 (—x.a)laldadtg(—a)=Tf (=%

]la deuxiéme assertion du lemme se prouve de fagon analogue :

20) soient g(x) une fonction impaire, f (x) une solutlon de lequauon

[S(%,5) f] (9«‘)= f (@)—2exp (— 2,9 f f (za) ada = g (%)

~Alors f () est une fonction impaire.

30) Soit g (x) une fonction a support compact arbitraire sur R" =R w {0 b,
autrement dit,

g@=0zlzi< g—oulxi?nN‘;_

Nous montrons que les équations
[S@, ) fl(@=yg (m) et ; A (1)
S, Y1(@)=yg @ | ;@
ont toujours des solutions dans 2B’ , d*x), Alors le lemme sera démontré.

Soit g = ¢y +92 la décomposition de g en somme de partleb paire et
irpaire.
Alors

1
/ 94 (za) latda=0
-1
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Donc on a
1
gy (®) —2 e3p (—a? 2 f g, (xa) 1 a|da=g, (.
Tt
Nous cherchons les solutions de (1°) en forme
f = f'\l + g2 ' - . N =~

-~ V iy IN .
ou  f (x)—2exp (-——xz/?)_f f@a)lalda=g; @)

D’ apres 19), f (x) est une fonction paire. Alors
F@y—4 oxp (—a? 9 smm) ada=g, (z)=0 quand | 2 <_3i, ou
|z >N

. Done, en dehors de lintervalle [-i\fr- :\"], fv(x) est unc solation paire

4

" de Péquation (1), et

r3 x ¥ exp (—a® quand z — oo

f (x) ~ .

x? ) ' r— 0
Comme g est & support compact, B’est aussi & support compact et gy =
(g — g) 2 est a support compact, Done f - gy € L*®R*, a )

Remarquons que pour une fonction donuée g(z), on peut éerire la
solution f(x) de (1) comme

F@)=T@ + g, ,
ot T est cherche sous la forme f(r) F (¥, ob
Fy(x) — ; exp (— a(2) F, (v) = xg, ().
De jagon analogue, on peut résoudre i’équation

[S(2,)f] (@) = g(=) .

dont 1a solution doit éire cherchée sous [a forme

et notis avons aussi p

f%(rr) ~ ) = Pexp( —x%2) quand © —» eo
@ x — 0
I.e lemme, et donc le théoréme A.3. est prouvs,



B. GROUPE DES TRANSFORMATIONS AFFINES DE LA DROITE COMPLEXE

B1l.G=Afft C = {{r,w); 5, w e T 0}
avec le produit habituel :..
C(mw) () = (22, w4 tw)
Bien entendu Aff € = C* Cet (1, C) = C est un sous-groupe invariant
commutatlt

Dans C . C, il y a deux orbites {0} et C — {0} .
Comme auparavant, chaque représentation unilaire nreduchble de Alf C
est une des représentations suivanies (d équivalence présy:

1) Représentations unilaires U2, Ae R:
A (zaw)= 1z | ihgin argc ,neZ, Le R

2) Représentation unilaire irréductible de dimension infinie S dans lespuce

N PR | dﬂ ~ ~ ~ *
hilbertiean(C > :r).oiﬂ‘:{zl,ﬁ: arg z ,2¢ C >

S (zw)f] F) = exp (tRe (w2)) f (72) .
~B.2. D'une maniére tout analogue a la partie A nous avons [la suffe exacte

courte des G -algébres

0 K(H) — C (AFfC)" > C(V SHy—o0
=1

La C- algébre ol (Aff C ) correspond a 1'élément Index o (Aftf €) =
(1,1,.. ) dans le groupe E\:t(\/ .51 ) = Zg Zge

Le lecteur peut trouver la démonstration de ces resultats dans J.
Rosenberg [1]. : -

C. GROUPE SIMPLEMENT CONNEXE DES “TRANSFORMATIONS AFFINES
"DE LA DROITE REELLE

Cl G =AHR=Ii@ab;abeR}.

Le produit est donné par la formule

(a,b) (@’,h?) == (a +a’ b+ et b )
.Dans ce cas (Aff ‘R)“‘ R.RB et dans R R ilya trois orbiles {O} R
0,4+ ), g_=(=o0).
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Chaque représentation unitaire irréductible est une des représentations
suivantes (4 équivalence prés): ' )

1. Représentation unitaire de dlmensmn 1 U?w Ae R

, U?L(a, b) = e'}"-a
2. Représentations unitaires irréductibles de dimension infinie S cerrespon-

dant a l'orbite Ry, resp., et reqhsees dans P'espace hﬂheruen H=1? \R; par 1a
formule

$(a, B () = exp” (je%b) f(:c+ ay

C. 2. 11 est clair que la replesentatxon Sy BS_ est fldéle Donc, d une ma-
niére tout 4 fait analogue 4 celle de la partie A, ona

(S+€B S )(C*(Au R)+)/n Ker U,L C(ST)

- Or /; Ker Ul = K(H+) @ K (H ) donc on a une suite exacte courte de ia forme

. 05 E(H)— C*(AIR)T=C(Sy —0 -
Cette extension correspond a I'élément Index (..*(Ali B ('1,1)' dans le

groupe Ext (§1) ¢ Ext (S’) =Zs2Z

D. GROUPE SIMPLEMENT CONNEXE DES TRANSFORMATIONS AFFINES
DE LA DROITE COMPLEXE '

D. 1. Rappelons que
Afc={(nw);nweC 2 +0}=C*.C
avec le produit .
(z, ). (2’, W) = (zz°, W + zw")
Ll L3 —~ h ~ ‘.
Donc Af fC=C*C™C'. C=C,C, car C*. = C, ob lisomorphisme
est donné par la formule '

Z - et
Donc Aff C=C.C = {(z w); 2, w eC }avece le produit ‘
gw.(z,v)Y=E+2,wt+ Ew) -
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 est clair que N= {(O, w)y; weCj=C est an sous-groupe Invariant

- commutatif, Le groupe AIf C opére sur N = ¢ par la-formule
_ gﬁlﬁxml.oﬁg_—._(zw)

Donc, dans Pespace dual N = C, il y a deux orbites {0} et C {0} Les représen-
tations ce dimension’ 1 correspondant & orbite {0} sont des prolongements de-
la représentation friviale, du sous-groupe invariant . D’oll I'on a une série de
représentations unitaires irréductibles U 3 2 e C '

Uy(z, w) = exp (iRe (22 )); (z, w) € At C.
Prenons mainlenant %, dans l'orbite ¢ — {0}, Le stabilisateur Gxi st l'en-

semble {(i2xn, h); neZ, h e C. Les représentations unitairgs irréductibles
de dimention infinie sont induites par les représentations U ¢ E;‘xi telles - que
U | N =%, Cest-a-dire, elles sont induités par Ies représentations

UG (i2nn, k) = exp(iReh-+2xnp), 0¢ st
. Donc les représentations unitaires irréductibles soni réalisées dans I’'espace
- hilbertien = L*(X, d2), o o
X = Aff C/Gx;tql_{ X S

et elles sont de la forme §y '(Tﬁ}c )A , 0e &
Sy (2, w)f (@)= exp (i(R€ (we®) + P [IEL;;*—Z)l N Do) ol (z w)ea

‘_A‘r‘fﬁc ,f e LX, dx), [a] est la partie entiére de a, et x Q—) z def = Re(z+2)
i2x {Im (x + 2)/2r} , oit {a} est 1 partie fractionnaire de a. '

D.2. D’une maniére tout a lmt analogue 4 celle des lemmea A.2., A.2., on
peut prouver le ‘ ‘

LEMME. Les représental;ons de dimension mfmze Sg sont les -homomorph:s-

mes des C' -aglebres

- Eer U S
1 Ker 0, K,

——— —

A
ott H = L2 (X, dx) .
~ D.3. Mainlenant soit ® ¢ G*)('LATI:'C) . Nous considérons 1-’appiicnti'on
® () ST L(H), @ $)0) =S, (4).

LEMME. © est an ‘-Izomomorpbfs&ie de C* (K-i? C) dans Iespace G (5, L(H))

des fonctions continues sur S 4 valeurs dans L(H).
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- Prenve..Puis que I’éensemble des fonctions & support compaci est dense
dans €* (AIf € ), il suffit de démonlrer qug @ (p) (0) cst continge en 8, pour ¢
a support compact, '
Soit ¢ = mes (supp ®) on a

1O @~ 0B =sup (@A —~ @ F GNFI]
firli< 1 - ‘ ‘

(O (ﬂ)—-m()(v)fu 2 = [[(Sg (B — S, (qﬁ)fu 2

= { (cxp (iRe (weE N (z ® ) ¢ (W) (2 8[Im (z+2)f2%] _ g2miv [Im(x'l'z) fon] o
X
drdw |2dx = f €} f1o12%dzdw f f1F12 ezmﬂ[rm(mz)/ﬂn]_
supp95 supp ¢

_ o 2miv [Im {4z} [27] idzwa’) dr = - {f | gbgé; d-dwj}'{(ff | ftg 2 2% B[Im (a:+z) fem]
supp supp ' :

_ o2ty [Im (242 f2m] [ dzdw) dz =] | i¢¢ | # dedw sup - 1
. supyp - . Imx
ImZz € Supp@

| e2mi 8 [rm(:c+~) /zm]_ v {Im (acmzrc}I Y7y [ f ,é dedwdz

X supp ¢
. En changeant les variables y =r @ z»ona

L f fIF (@@ 2ddwis = § J(rlf(y)iﬂdndzdw- cufu

X supp ¢ supp ¢
Donc, '
Imx- € SJI -
} ~-e ImZ € Sapp ¢
¢ 20 [} 120F )2
Done, :
o @@ — ®(¢)Ut))u g S.Cf 181 2 dzdw . sup|2“l9[ W 2y L] 2
supp ¢ Imz€ st
’ Imz € supp &
Or le support de $ est compact et ainsi que st, sup | ...] — 0, lorsque
10—v l - O Imx 31 A '

Imz & 23:upp
Enfin, on afj ® (@) (@) — ¢ (@ (M| - Olorsque |8 ~v] — 0,

© LEMME. @ esi un_‘l'_—- monomorphisme des C* —algebres
A 1
¢ Gff oce’, Lan).



Preuve. Puisque nous n’avons pas encore de résullats surda siracture iopo}ogi-
" que du dual C* (Aff L.), nous donnerons ici une démonstraiion difecte da Jemme.
Nous montrons que si S (¢) = 0 pour toutes les valeurs ¢e S, alors U (¢)—~
0, ¥, autrement dit, s1 @ (gb] = 0 onal,y (9 =0, YA _ '
Suppooons que S, (9 = 0,7i.e. S, @ f=0, feL2 (x dx) X =g.§ =

={x=t+ie;1€R, ¢€ S1} Prenons uncionchon dela fcrme f(a:) g(i) h(oc)

Nous avons
;@) F @) = exp (iBe (weX) ¢ ( o) f(x ®2) (20 [‘m‘ﬁﬂ ) st = 0

Rappelons que ¥ @ z = Re (x + 2) + i {Im (z+ z) / 27:} Dron
fE@®)=gRe{xz+2)).h(2 {im (x ~]—z)[2-:c}
En posant z = 2; - iz,, nous avons §, () f= -

I f 49020 I it e § (2, w) h (2 { (2, + &) | 2x}) &0 [y + @/ 27)

dwdz Yydz; =0

Puisque g est arbitraire, la partie entre parenthéses est égale 4 zéro presque
- partout pour dz;. Nous monirerons que

¢ = _f exp (tRe (wc‘) } ¢ (2, w) dw = 0 presque parlout pour dw

En effet ona . ) : :

U eiRe We*) ¢ (z, w) dw) h (21.: { (zy + a.) 12x }) e?mﬁ [(2.2 ¥ u)i.?.?s] dzy = 0
R .
En posant z, + a = E, f exp (iRe (we )9 (2 w)du) = (z, €)
on_a
j 95 (z, €y h (2n {&/ 2x}) exp (2::18 [t/ 2x]) dt = 0 presque pariout pout dzy.

.On développe l'intégrale en série

4 oo 2(k+1)
o (F ¢(z, e‘”)h(2r: {§/2n} exp(21:13[§12u])a§——0
= — o0 ok

presque partout pour dw;. En notant la parl.le compria" enire les parenthéses

par d on a

t= 0 emid

z . ae ,0e s

oz - OO N . —

1

Or ia transformallon de Founer ést mjeclwe. "done a‘r =0 pour tout I,

L

autrement dit,
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oy #(z, ) B (2= {87 20} ) ds = 0, k.

2k ) .
puisque 7 est arbitraire, 4 (z, e*) == 0 presque parlout pour dt sur{2km, 2k4+1) x],
% k, done sur R, c’est-a-dire,

f exp (iRe (we™ )) ¢ (z, 1) dw = ﬁ presque partout pou1 cLl dt = dz.

Prenons maintenant une suile {1 L telle que Re’c == — 1 NOUS.VOYOUS
que pour toul n, -
f exp (iRe (we™) ¢ (z, w) dw = 0, presque panout powr dz.

1 est clair que

J exp (lphe([l?e g (2, w) dw =0 x presque partout pour dz.
C

Or —g;\esl continue e¥n-—»(/ quand r - c-o,mdonc
¢ (f, exp (mn ))n.....;.ao ¢(Z‘! 0)

Doncg (z.0=0,i.¢e§ ¢ (z, w)'-dw = {}, presque partout pour dz. Par con-
. Cc A .
séquent | } (¢} == 0, ¥A. D'une maniére tout analogue 4 celle de 4,4, on a:

D.5 PROPOSITION. D ‘est un *~isomorphisme des C™-algébres

®: ~ Ker U,\-I; c sl K@)
A
%

Preuve, D apprés lemmes D.2. D3
S @ (A Kerc) ¢ € (8, K(H).
~ < v ;
D aprés le lemme D, 4, ®© est un monomorphlsme Il reste & montrer que ©
est surjectif.

Remarqﬁons d’abord que [ = /p:\ Kerl/ 5, est un idésﬁ bilatére fermé (cf. la

dém. de A. 4), donc @ (/) est une sous-algébre de C(SL, K(H)), On a’

T (KT ) (cf. J. Dixmier [1, §3.2.17)
De plas = g (C* &Frc)) ™ =(1) < K(H), done I est une CCR~-C*. algébre I

est facilede verlfler que pour toutf, %8 ¢ st

-8 Log o~
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Alors d'apres J. Dixmier [1, §4.2.5], ¥ 0,6, & ST; £,,t, € K (H) il cxiste
¢ & ] tel que Se 1(‘13) == 1;1,892(¢) = (;2, autrement dit
OB O, )=t .i=12

En raison du lemme 10.5.3 de j. Dixmier {1}, on a
® (1) = S(;, K(H) ). : "

D.6. THEOREME.-4. On a la suite exacte courle suivante
0—C(S!, K (H)) —C*(ATit+— C ($2)> 0

Preuve. D’abord on remarque que C* (Kf’fﬂC)+ /C (Si s K(H)) estune C*-algéhre
‘commutative d’une maniére tout a fait analogue a celle du théoreme 2,
D’aulre part

¢+ (it ©)+/C (S, K (H)) = C(X), ou X = (C*(ATE O)* /n Ker ;) =$2
. reC
Donec, on a obtenu la suite exacte courte ci-dessus.
D. 7, D'aprés J. Dixmier {1, §11.5 3] il existe un isomorphisme
C (st, K (H) = ¢ (s @ K (H),

Donc notre extension estun élément de Ext (6(32) I (Si )). Nous calculons
d’abord les. K-groupes

B (C($?)) =K (8 )=z @y
K_(C, (R%))=Ker (K _(C (S2))—~1Z ); Ker (K°(S? ) —» 7 )= Ker (Zgpz—7)
K, (C (SH)=K"(s) =12

‘ #
Kk, CoR?) ) = K,(C,(B?) ®C, ®"))= Ker (K (C(5*))~2)
— Ker (K°(5” ) — Z) = Ker (Z—Z)=0 |
K CS) =K, s @ Co(R!))=Ker (X, (C (52)) ) ) =
= Ker (K°(S?) = Z) = Ker (ZQ7Z) —
D'aprés le théoréme de 3. 2, 3., nous avons
Ext(C, (R?), G (5%)) = Hom (£, (C, (B?)), 1&1(6 (81 W= Hom (Z, z)* 7
Consxderons la smte exacte des K-groupes - .
6 , ' "T -
25K, (C*(AfiC))-—a- 2~ Z > Ki(C* (ufc:) 50

Remarquons que 6, = ¢ ; Or K, _(C“ (Ail C))_oen ralson du théoréme 3, 2. 2.,

doud, ;: Z->Z est un isomorphisme. Donc
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Index (* C-‘:Ff—()) =1, -
Nous avons prouvé le résultat :
THEOREME 5. La C-ulgébre C*(Aff C)correspond a l'élément Index C'(AFf C)==1
dans le groupe Ext (C ) (R?), C(Sty =12

§4. SUR LA CLASSE DES ALGEBRES DE LIE AVANT LA PROPRIETE MD.

Soit (+ un groupe de Lie réel résoluble dont I'algébre de Lie § posséde la pro-
priété MD, _ _
4. 1. PROPOSITION (voir P. Bernat et Coll. {1], A, S, Miscenko — A. T.Fomen-
ko [1]).Soit F un élément de I'espace dual G* de 'algébre de Lie G, Si Uorbite (2, est

de dimension mamfglaié, Ualgébre gﬁ, est commutatif, o

4. 2, THEOREME. Soit @ une algébre de Lie réelle résoluble de classe MD. Alars

G? =[[G, G}, |8, G|]est un idéal commutatif de G.
Preuve., Soient o g [@ Gl»
7=14" ",

Remarquons d’abord que pour tout élémentnon nul ¥ de ¢ n'induisant pas ag

-

sur gf- 'orbite 2 est de dimension maximale. :
En eifet, s'il en était auirement, dim n = 0, d’ol1 dim G -dlm G, donc :
" Ker B, = ¢, = G. Clest-a-dire

< F.[6G>==<F, §>=0rce qmcbntradxralt P hypothése F| g1 =
Prenons maintenant ' ¢ §*, F| «3 40, Fi P == 0. Alors dimQ est maxi

male, donc §, est commutative. D’autre part § C g , car

‘ <F (¢ ,8>C<F, & >=0
Donc g7 est commulative,

-

Remarque. D’aprés les définitions, on a les isomorphismes suivants entre alge-
bres de Lie '

g1¢! =~ Rk
@G =R!
gz o R
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Nous citons le cas des produits semi-directs
= R* (R! | R#),
Comme exemples génériques. Les exemples de produits semi-directs R¥ R/ s‘qnt
considérés par J, Rosenberg [1] et B. G. Kazparov {2, 3}.
Nous construisons maintenant une algébre de Lie de class MD avec g non
trivial. . .
Soit T, X, ¥, Z une base de §. Le produit de Lie est donné par ,
[T,X] = — X ryj=%Y - [1Z)=0
XY} =4 ‘ [X,2]=10 (Y, Z1= 10
Il est aisé de vérifier que c’est une algébre de Lie réelle résoluble et
g == {X,Y,Z} (algébre de Heisenberg)
§ =12 +0 :
Nous montrerons que si 0 £ FetF] gl =0, Ker B, = §, = §, d'odl dim

-

g.F =dim G’. )
Donc dim D == 0. Au contraire si 0 # Fe(§/ g *CS Gret siF | gt #‘G,Ona'

dim B = dim §, = 2, doncdlmG =2, dim Q, = 2.
En effet pour tout F de §*, F == eX* 4 BY* 4 yZ* + 8T*, on %, B, s 5 ER
{Xr, Y+, Z*, T} est la base duale de la base {X,Y,T,2}.Ona
Gp = Ker B ={l € G; < F, [U.X] >=< F, [U, Y] >=< FU, Z]>=
= < F; U, _]>.._a} : : ' ' (*)
Soit I == aX -} bY 4 cZ —}— dr. ' '
‘D’aprés (") on a
’ [ — by —da=10

, ay +dp =10
U ‘ -
SgF% e — DB =0 -
CER
HSie=B=v=0 Gy =§ |
)Slﬁ{wko onab—-—-—{,—d az%d darbttralre

- B o p : .
= U:-':-——-—-—-—XH—Y-T AN
Donc G, = { ( 5 Y ) o2y

Dolt dim G =2

3)Siy=0,n+0,9=f=o,onad=0,‘a'=%b, be B



" Done Gy, = {U = b (iﬂ X+ Y) +cZ), d'ot dim g, =~ 2.
@ \* 7 -3
n)b:lfy—jS-_()cc fonad=a=0,b>g
Gp={U = 0bY + cZ}, done dim Gp =2
5) Si, enfin Y = =z =0,3 + 0, d'une maniére analogue on a
gF = {U = uX | CZ_}, donc dim gF = 2=
4. 4, Nous terminons le travail en posant deux problémes ouverts

PROBLEME 1. Chercher toutes les algébres de Lie réelles résolubles

de
classe MD,

PROBLEME 2. Décrire les C*-algébre des groupesl de Lie correspondant
(Probléme 1) & I’aide d’un K-foncteur convenable, .

VH. 2. SUR LES AUTRES EXEMPLES ANALOGUES.

Un des exemples étudiés dans I’Appendice B etalt un [ait nouvean de Particle

_[l}delauteur D.N.Ziép. Apres la publication, J. Ros enberg|[1] a développé idée de

Pauteur pour étudier la structure des. ‘C*-algébres des aulres uroupes «dece type »,
Ici, nous faisons quelques remarques sur ces exemples,

_ VIL 2, 1. Soieat Q le corps des nombres p- adlques, Af.f Q le groupe des
transtormatlons athnﬁ,s de la droite p-adique Q Ce groupe est 1somorphe au
ab o '
groupe des matrices de type (0 1 ),' ol aeQ’; =Q, \{0},ber. Désignons
par H le sous-groupe de K* = Qp , qui se compose deséléments de K de valeur
absolue 1.
Alors K*, H sont abéliens, commutatifs, et
/ K e~ZeH,
(K) ™ =T x H,
ot H est un ensemble discret, infini. Par des raisonnements tout analogues -
ceux du §VII. 1., nous pouvons prouver les resultats ‘
a) La Ct-algébre C* (Aff Q, (est incluse a’ans la suzte exacle courte o
0 —>K(H)—-> G (ALt Q, )= C(X)—0,
ot X est une campactszat:on par un pomt rle {"ensemble T >< H (Alors X est
| isomorphe d 'ensemble |
{zeC;z2=00u|z|=2"" n=1,2,.. -

13
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b) Lastructure de la b v ealgebreCH( ALt Q Yest uniqu. ment délerminée par U'invd-
riant topologique Index c (Aff Q )s qut est egal 4 la somme des géneér ateurs du

groupe 765 ZD... : :

VIL 2.2. Les mémes résullats peuvent étre -oblenus pour un corps non
discret totalement discontinu localement compact arbitraire. '

VII.2.3. Soit G = R . R™ le produit semi-direct du sous-groupe R et du
sous-gro_upeinvai'iant R™ avec les racines de I'action de R sur R™, Gy G,
telies que Re %, [ == 1,... im aient le méme signe, ' '

Le groupe G est isomorphe au groupe des suites (a; b, ,.., I?m) avec la -
multiplication )

) b R L] ] . u1(l ’ lxma H -

(@, &, b} (@, bz”"’ bm) =(a+a, e bj—{— bi"" e bm + bm)

Comme les racines @) greny O ont méme signe, les orbites del’action de .

sur (R™)~= R™ sont ou bien {0}, ou bién des courbes, topologiquement
équivalentes anx demi-droites partant de I'origine 0 ¢ R™.

Comme G est un produit semi-direct de R ct R™, la C*-algébre de G est
isomorphe & la C*-algébre du groupe des iransformations topologiques de

(R, R™). Laclasse des conjugaisons topologiques du groupe des transformations
topologiqttes (R, R™) ne dépendant pas de @, yeros a , tous les groupes des

transformations (R, R™) ont leurs C*-algébres isomorphes. Alors on peut
restreindre la considération au cas ap = T ow = 7. Alors les orbites de R

dans (Rm)/\ sont énumérées par la sphére de dimension m-{, $™1,
Supposons que = (&m0 &y ) e §m77, Alors le caractére de R™

b .—_—(b e vy D) —> elﬁbz exp (z S e b
i=17]j .
mdmt une representatlon de dimension mfm:e g3 de G, qui est réalisée dans
l'espace hilbertien L2 (R) par la formule 7
% (2, by f () = exp i(f, e % b, 4 b b et b ) f(x + a)
.La représentat:on triviale de B™ se prolonge nalurellement en une aérie des
représentations de dimension 1.
Ul(a b ’¢q’b )_—e[ka Ou A.G R

Draprés la théorie de Mackey les représentations ne tesSmm1 gt U?\, LER

- forment le dual de G = R . R™.
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Par une raison aunalogue a celle de 1" Appendice B, nous avons le résultat:
- La struciure de-la C.atyebre du groupe ¢ = R . R™ est uniquement déter-
minée par [invartuni {opologiyue Index CH(R . R™), qui est égale & une fonction

I ) . . ;
4 & tes™™l Exi (Sé) =74, on X = S$m7T, SE ~ S1, telle guwelle a une valeur

zonstante-1 sur la sphére S 1, voir j. Rosenberg {11,

VIL 2. 4. La méthode des invariants 'lopologiques s’est appliquéé a l'étude
des C*-algébres de tous les groupes de Lie de dimension 3: Pour le groupe de
Hemenberg Hg, G. G. Kasparov [2| a2 annoncé ce que la structure de ln C*-algébre

“*(H ) est uniguement! detﬂmmee par i’muanan! Iopologaque qui est Jusfemeni
P¢lément générateur du groupe Iixt (Co (R?), C(R, X (H))) == Z, Pour les auires

groupes de Lie de dimension 3 nous avons fait 1’étude plus haui,

Received April 16, 1983,
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